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Note du rédacteur. 

Pour bien comprendre le but du Mémoire suivant , 
quelques renseignements historiques nous semblent né- 
cessaires. 

Frédéric II , que les Prussiens surnomment avec un 
juste orgueil Frédéric V Unique y est le génie le plus vaste 
qui ail jamais occupé un trône. Forcé de combattre, 
avec des moyens assez bornés, la ligue des trois puissances 
continentales, il sortit victorieux de la lutte, à Paide d'une 
tactique nouvelle, d'armes perfectionnées, et d'habiles 
combinaisons stratégiques, conserva ses conquêtes , agran- 
dit son royaume, consolida son empire. Il enrichit la 
Prusse de fabriques, d'usines, de banques de crédit fon- 
cier \ donna le premier exemple d'une législation codi- 
fiée, de certaines institutions libérales, et de la plus libé- 
rale de toutes, la tolérance, Bezahlet ivas ihr sollt , 
and glaubel was ihr woUt : Payez ce que vous deviez y 
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croyez ce que vous voulez. Tel élail son dicton favori , 
devenu la maxime de tout gouvernement juste et éclairé. 
Il admit dans les rangs de son armée le jeune d'Étalfonde, 
coaccusé de F infortuné chevalier de la Barre , et ouvrit 
un asile aux jésuites expulsés de France. Frédéric ^ au 
mrilieu des plus cruelles vicissitudes, chassé de sa capi- 
tale, harcelé de toutes parts, réduit au désespoir, ne 
cessa de s'intéresser au progrès, entretint des relations 
avec toutes les notabilités intellectuelles contemporaines, 
et 5 dans sa Correspondance avec Voltaire, se montra, pour 
la forme et le fond, à la hauteur d'un tel correspondant. 
Excellent historien des événements du temps, écrivain 
classique, versificateur abondant, sinon poète, habile 
flûtiste, compositeur d'opéra , il estimait aussi les grands 
mathématiciens, et accueillait avec faveur Euler, d'Alem- 
bert, Lagrange. Toutefois, n'ayant appris que les élé- 
ments des sciences exactes , on lui avait inculqué, dans sa 
jeunesse, des idées fausses sur les branches élevées, et il 
croyait que les théories infinitésimales satisfaisaient plu- 
tôt à une curiosité de l'esprit qu'à un besoin de la raison. 
Lors de l'arrivée d'Euler à Berlin, en 1741» Jordan (*), 
président de l'Académie, engagea l'illustre géomètre à 
dissiper cette erreur du grand roi. C'est dans cette inten- 
tion qu'Euler écrivit ce Mémoire en latin, langue fami- 
lière à Frédéric. On ne sait s'il l'a lu. 

La connaisance de Texistence de ce Mémoire ne date 
que de 1792. Merisui, gendre de Jordan, en donna com- 
munication à l'Académie de Berlin , dont il était membre , 
ainsi qu'on le verra dans le Discours ci -joint. L'auto- 
graphe est aujourd'hui dans la collection de M. Fried- 



(*) Jordan (Charles-Etienne), d'une famille française protestante 
exilée, né à Berlin le 27 août 1700, et y est mort le a/j mai 1745 ; Frédéric 
lui ût cette épitaphe : Ci-glt l'ami des muscs et du roi. 
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laender, et son fils G. Friedlaender a édité ce Mémoire à 
Berlin, en 1847; ^* airelle Fa inséré, la même année, 
dans son précieux Recueil. 

Lorsque des hommes qui doivent une existence brillante 
uniquement à leur réputation scientifique , k la science 
qu'ils ont acquise à l'École Polytechnique; lorsque ces 
hommes, oublieux de leur origine, détruisent étourdiment, 
certes sans le vouloir, la réputation immense, universelle, 
que l'École doit uniquement à la culture des hautes mathé- 
matiques, appliquées autant que possible aux théories fon- 
damentales de la physique, de la chimie et des services pu- 
blics ; lorsque l'erreur du grand Frédéric est proclamée par 
ces hommes comme un principe d'enseignement, nous 
croyons que la traduction fidèle du Mémoire d'Euler, 
que nous devons au talent et à l'obligeance d'un jeune 
professeur, ne manque pas d'à-propos. 



DISCOURS LU EN FRANÇAIS A L'ACADÉMIE DE 
BERLIN, LE i5 SEPTEMBRE 1762; 

Par MERIAN (*). 

J'ai trouvé, dans les papiers délaissés par feu M. Jor- 
dan, père de ma femme, ce petit Mémoire du grand 
Eulcr, écrit de sa propre main, que je vais avoir l'hon- 
neur de vous lire. 

Aussitôt qu'il frappa mes regards, je me rappelai par- 
faitement le but dans lequel il fut composé, comme j'en 
tenais le récit de la bouche même de M. Euler, et 
comme j'ai eu depuis plus d'une occasion de le vérifier. 

Quand Frédéric II , encore jeune prince , commença 
ses études de géométrie, son esprit précoce et ardent vou- 
lut anticiper sur tout. Ayant parcouru d'un œil fugitif 

{*) Merian (Jean-Bernard), célèbre philosophe, né à Liechstall, can- 
ton de Bàle, le a8 septembre 1728, et mort à Berlin le 12 février 1807. 
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les différentes parties des mathématiques , il désira de 
savoir Tapplication et l'usage de chacune de ces parties, 
mais surtout celui de la géométrie transcendante. Sa cu- 
riosité infatigable fatigua ses maîtres. L'un d'eux, soit 
que lui-même n'en sût pas plus loin , soit pour se débar- 
rasser des importunités du jeune questionneur, s'attacha 
à lui persuader que le calcul infinitésimal n'était qu'une 
affaire de pure ostentation , sans utilité réelle, que la mé- 
thode ordinaire suffisait à tout , et que celle des infini- 
ment petits n'aboutissait qu'à des subtilités infiniment 
vaines et stériles. 

Cependant, malgré le soin qu'on avait pris de le nour- 
rir de ce préjugé, son esprit était trop pénétrant pour y 
acquiescer sans réserve, et ne pas se douter qu'on pouvait 
l'avoir induit en erreur. Pour se détromper entièrement, 
il eût fallu, sans doute, qu'il se familiarisât un peu avec 
ce nouveau calcul , ou que du moins il en acquît les no- 
tions les plus essentielles i mais il ne tarda pas à avoir 
bien d'autres choses à calculer. 

Ce qui fait voir combien ce préjugé influait peu sur sa 
conduite, c'est qu'à peine monté sur le trône, il fit tout 
son possible pour attirer chez lui les premiers géomètres 
de l'Europe, et récompensa royalement ces mêmes tra- 
vaux qu'on lui avait dépeints comme étant si inutiles et 
si frivoles. Il n'eût pas tenu à lui que toute la famille 
des BernouUi , le père et les deux fils, ne se transplantât 
dans notre capitale, où il l'appela sous les conditions 
les plus honorables et les plus lucratives (*). M. Euler s'y 



(*) Napoléon, qui avait tant de qualités communes avec Frédéric II, 
avait sur lui Tavantage d'avoir cultivé et aimé les sciences exactes. C'est 
lui qui apporta , d'Italie en France , le premier exemplaire de la Géométrie 
du compas, de Mascheroni. Il estimait les grands mathématiciens et les 
comprenait; il nomma Lagrange et Monge, Membres du Sénat dont 
Laplacc était chancelier. 
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rendit de Pétersbourg, et fut succédé depuis par M. de 
Lagrange. M. de Mauperluis a longtemps présidé à cette 
Académie. 

Tout cela n'empêcha pourtant pas le roi d'entretenir 
des doutes au sujet de la géométrie sublime. Dès le com- 
mencement de son règne, c'était encore la matière la plus 
fréquente de ses conversations avec les savants qui l'en- 
touraient , et dans le commerce desquels il se délassait des 
soins du gouvernement. Ce fut alors que M. Jordan s'é- 
dressa à M. Euler, nouvellement arrivé, pour lui deman- 
der un court exposé des principaux avantages qui résul- 
taient pour les sciences de l'analyse des infinis, afin de 
pouvoir s'en servir dans l'occasion. Personne n'était plus 
propre pour cette tâche que M. Euler. U savait répandre 
la plus grande clarté sur les matières les plus abstruses , 
et descendre des plus hautes régions de la géométrie jus- 
qu'à la portée la plus commune. C'est ce qu'on voit dans 
ses Lettres françaises à une princesse d'Allemagne, et c'est 
ce que l'on retrouvera dans ce Mémoire latin. 

Au reste, je ne sais quel emploi M. Jordan a fait de 
ce Mémoire, s'il Ta traduit en français pour le mettre 
sous les yeux du roi, ou bien s'il s'est borné à lui en rap- 
porter le contenu. 

Mais ce qui prouve combien il importe de donner de 
bonne heure à la jeunesse, et surtout aux jeunes princes, 
des idées justes de toute chose , ou du moins de ne leur en 
donner jamais de fausses, c'est que le roi Frédéric a été 
toute sa vie flottant et incertain au sujet du calcul infini- 
tésimal, et que cette fluctuation paraissait l'embarrasser, 
et quelquefois véritablement l'inquiéter. 

Je parle ici d'après ma propre expérience. La première 
fois que je parus devant ce grand prince, il me fît, sur 
ce sujet, des questions, en m'enjoîgnant de lui dire en 
conscience ce que j'en pensais. Je répondis avec la mo- 
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destie qui me convenait , que j'avais malheureusement 
trop négligé mes études mathématiques, après avoir eu le 
bonheur d'en poser les fondements dans ma patrie sous 
les Bernoulli ; que cependant je croyais en avoir assez 
retenu pour pouvoir assurer à Sa Majesté que le calcul 
infinitésimal était une des plus belles et des plus sublimes 
découvertes de l'esprit humain; qu'il avait fait faire des 
pas de géant à la géométrie, tant pure que mixte, ou ap- 
pliquée à la physique-, que, par son moyen, on était par- 
venu à résoudre des problèmes absolument inaccessibles 
à Farithmétique et à l'algèbre communes, et qu'il facili- 
tait la solution d'une infinité d'autres, qui, selon Fan- 
cienne méthode, exigeraient les plus longues et les plus 
pénibles opérations. Pour le rendre plus sensible, je citai, 
le mieux que je pouvais , quelques exemples, entre autres 
le mouvement accéléré ou retardé des planètes et des co- 
mètes autour du soleil. Enfin , me servant d'un argument 
populaire, je le priai de vouloir bien considérer que, si 
ce calcul n'était pas un objet de la plus haute impor- 
tance, il serait inconcevable que les plus grands hommes, 
les Nevvton, les Leibnitz, les Bernoulli, s'en fussent oc- 
cupés avec tant de zèle , et se fussent disputé l'honneur de 
son invention avec tant de chaleur et d'animosité; ni que 
leurs plus illustres successeurs , les Euler, les Clairaut , 
les d'Alembert , consacrassent leurs veilles et leur vie en- 
tière à le perfectionner et à en reculer les bornes. Quoi- 
que le roi parût assez satisfait de cet éclaircissement , il 
y revenait sans cesse, et fit encore, en ma présence, les 
mêmes questions à M. deLagrange, lequel y fit à peu près 
les mêmes réponses , quoique beaucoup mieux motivées 
et exprimées. 

Mais voyons plutôt ce que M. Euler y avait répondu 
longtemps auparavant. 
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Personne, ne révoque en doute Tutilité des mathéma- 
tiques; car elles sont indispensables à plusieurs sciences 
et arts dont nous avons besoin chaque jour. Cependant on 
croit généralement que ce caractère d'utilité est propre 
aux parties inférieures et, pour ainsi dire, aux éléments 
des mathématiques. Quant à la partie que l'on appelle, à 
juste titre, supérieure, on nie qu'elle puisse trouver d'u- 
tiles applications. C'est comme la toile d'araignée , pense- 
t-on-, elle n'est d'aucun usage, à cause de sa trop grande 
finesse. Et pourtant les mathématiques, en général, ont 
pour objet la recherche des quantités inconnues. A cet 
effet, elles nous montrent des méthodes, pour ainsi dire, 
des chemins qui nous mènent à la vérité ^ déterrent les 
vérités les plus enfouies, et les mettent en lumière. Ainsi, 
d'une part, elles donnent plus de vigueur à l'esprit^ de 
l'autre, elles étendent le champ de nos connaissances. 
Peut-on se donner trop de peine pour un tel résultat ? La 
vérité est par elle-même d'un grand prix •, d'ailleurs toutes 
les vérités se tiennent entre elles, et il n'en est pas une 
qui soit dépourvue d'utilité , même lorsque d'abord cette 
vérité paraît sans usage. On objecte que les mathéma-* 
tiques supérieures pénètrent trop profondément dans la 
recherche de la vérité. Ceci est plutôt un éloge qu'une 
critique. 

Mais ne nous arrêtons pas à ces mérites trop abstraits. 
Nous pourrons largement prouver que l'analyse supé- 
rieure a des droits non moins incontestables que les ma- 
thématiques élémentaires au titre de science utile, qu'elle 
est même d'un usage beaucoup plus étendu; et que les 
mathématiques, loin d'être trop avancées, laissent, au 
contraire , beaucoup à désirer dans l'intérêt de ces mêmes 
sciences , pour lesquelles les premiers rudiments semblent 
suflSre. Je veux donc démontrer, dans ce Mémoire, que, 
si les mathématiques élémentaires sont utiles, les mathé- 
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matiques supérieures ne le sont pas moins, et même que 
le degré d'utilité va toujours croissant, à mesure que l'on 
s'élève dans l'étude de cette science 5 que cette science, 
enfin , est trop peu avancée pour ses applications les plus 
vulgaires. Pour atteindre mon but, je passerai en revue 
les sciences dont l'utilité , dont la nécessité est hors de 
doute, telles que la mécanique, l'hydrostatique, l'astro- 
nomie, l'artillerie, la physique et la physiologie. Je prou- 
verai , jusqu'à l'évidence, que les plus utiles de ces sciences 
ont le plus besoin de l'analyse supérieure-, que si parfois 
le fruit que nous en retirons est au-dessous de nos espé- 
rances, c'est presque toujours parce que les mathématiques 
transcendantes ne sont pas assez avancées. 

Je comnience par la mécanique, .et par là je ne veux 
pas dire cette partie qui analyse les mouvements les plus 
compliqués et les ramène aux premières lois du mouve- 
ment ^ nul doute que l'analyse la plus subtile ne soit alors 
indispensable. Mais, quoique cette partie de la méca- 
nique soit d'une utilité extrême, elle encourt ordinaire- 
ment le reproche dont je veux laver les mathématiques 
supérieures. Je veux donc parler ici de la mécanique pla- 
cée d'ordinaire au rang des éléments, de cette science qui 
crée des machines de toute espèce pour nos usages ordinai- 
res, et qui jouît d'une réputation de grande utilité. Dans 
cette partie plus grossière de la mécanique, on considère les 
machines au point de vue de l'équilibre -, on ne détermine 
que la force ou la puissance égale au poids que l'on doit sou- 
tenir à l'aide delà machine. Mais on devrait considérer le 
mouvement du poids, principalement dans la pratique, et 
on le néglige complètement. Les auteurs qui ont traité 
cette partie de la mécanique nous apprennent quelle est 
la force nécessaire dans chaque machine pour soutenir le 
poids à l'état d'équilibre ; mais quand le poids doit se mou- 
voir, ils se contentent de nous enseigner qu'il faut une 
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force plus grande. Lors même qu'en réalité le poids doit 
se mettre en mouvement, ils ne disent pas si ce mouve- 
ment doit être retardé ou accéléré ^ ils n'ont aucun égard 
aux circonstances qui produisent ce mouvement. Aussi ,les 
praticiens savent-ils bien que rarement une machine ré- 
pond à leur espérance. Bien plus, ces déceptions sont 
mises sur le compte de la théorie, et les machines qu'elle 
invente n'inspirent guère de confiance tant qu'elles n'ont 
pas reçu la sanction de la pratique. Cette théorie élémen- 
taire des machines est donc imparfaite (*) 5 et en même 
temps on reconnaît la nécessité d'une théorie plus sûre, 
et s'accordant mieux avec la pratique. Mais ce n'est pas 
de la mécanique vulgaire qu'il faut attendre un tel ser- 
vice; elle ne traite que des principes de statique; elle n'a 
d'autre objet que l'équilibre. S'agit-il d'expliquer mi 
mouvement; c'est pour elle une barrière infranchissable. 
Si vous voulez perfectionner la théorie des machines, étu- 
diez le mouvement qui succède à l'équilibre rompu; dé- 
terminez la force qui sollicite le mobile, et surtout les 
causes extérieures qui résistent au mouvement ; telles que 
le frottement et la résistance de l'air. C'est donc à la mé- 
canique supérieure qu'il faut recourir; à celle qui analyse 
les mouvements les plus compliqués. Or, c'est ici que l'on 



( * ) Il ne faut pas oublier que ceci a été écrit vers le milieu du xviii* 
siècle, avant que Carnot , Navier, Goriolis, MM. Poncelet, Combes , Morin 
eussent si considérablement perfectionné la science des machines; et ne pas 
oublier non plus que la théorie des forces vives appliquée à l'évaluation du 
travail mécanique a pour points de départ Leibnitz , Euler, Daniel Ber- 
noulli. Soyons persuadés qu'on n'a rien, absolument rien inventé ; à moins 
de regarder comme une invention , une méthode pour embrouiller l'en- 
seignement élémentaire , méthode obscurcissante qui n'a pas même le mé- 
rite de la nouveauté. Elle repose sur la mesure Leibnitzienne de la force ; 
conception métaphysique , idée complexe , combattue par d'Alembert, et^ 
qu'on prétend placer à l'entrée de la science! Toute méthode peut être 
imposée; mais acceptée, non. 
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a besoin du calcul inliuilésimal , et de l'analyse la plus 
élevée 5 et même elle suffit à peine à expliquer les mouve- 
ments des machines les plus simples, malgré tous les pçr* 
fectionnements, soi-disant inutiles, qu'elle a reçus jusqu'à 
ce jour. J'ai démontré tout cela , jusqu'à la dernière évi- 
dence, dans un Mémoire que j'ai publié à Saint-Péters- 
bourg (*) sur les machines simples et composées; j'y 
détermine, par l'analyse supérieure, les mouvements et 
leurs effets dans tous les cas possibles, et, comme un 
grand nombre, et même une infinité de machines sem- 
blables ou dîfïérentes peuvent servir au même but, j'y 
enseigne le moyen de découvrir celle qui produit son 
effet avec la moindre perte de temps ou de force, pro- 
blème dont la solution est d'une application continuelle 
dans la vie, et cette solution repose sur les théories les 
plus profondes de l'analyse et du calcul infinitésimal. La 
mécanique pourrait nous fournir une foule d'autres argu- 
ments, pour prouver que les mathématiques supérieures 
nous offrent un grand nombre d'applications dans la vie 
ordinaire*, mais les quelques lignes qui précèdent me 
paraissent suffit^ grandement à démontrer, ainsi que je 
me l'étais proposé, que les mathématiques supérieures 
sont indispensables à la mécanique, et même que la mé- 
canique élémentaire, si utile de l'aveu général , ne saurait 
se soutenir ni faire un pas sans leur appui. 

Je passe donc à l'hydrostatique, dans laquelle je com- 
prends aussi l'hydraulique, science qui rend journelle- 
ment tant de services à l'homme; personne ne l'ignore. 
Portons notre attention plus spécialemeat sur la partie à 
laquelle on attribue ces services, sur l'hydrostatique ordi- 
naire, dite élémentaire. C'est là surtout que les praticiens 



{*) De Machinarum tant simplicium quam composUnrum usu maxime lucro. 
(Comm. Petrop., X, 17/17; P- ^7-) 



( »5 ) 
se plaignent de ce que le succès répond si rarement à la 
théorie. Ces plaintes sont loin d'être dénuées de fonde- 
ment ; car la théorie des eaux courantes que Ton explique 
dans les écoles est presque entièrement erronée , et l'on 
doit s'étonner qu'elle ne soit pas plus en désaccord avec 
Fexpérience. Il serait donc de l'intérêt général de substi- 
tuer une théorie exacte à cette théorie fausse , mais les 
mathématiques élémentaires seraient fort impuissantes 
pour cette tâche : Tassis tance de l'analyse supérieure peut 
seule nous permettre d'aborder une pareille oeuvre. On 
pourra facilement s'en convaincre en lisant l'excellent 
livre que le célèbre Daniel BernouUi a publié sur l'hy- 
drodynamique (*) 5 il nous y fait découvrir les lois natu- 
relles qui régissent les fluides en mouvement , et en facili- 
tent l'application. Ensuite son père, avec cet esprit si ingé- 
nieux qui l'avait déjà rendu célèbre, démontra les mêmes 
loi$ par d'autres principes, et crut corroborer la vraie 
théorie des eaux en mouvement. Dans ces deux Traités, le 
cakul infinitésimal se rencontre à chaque pas. C^estdonc 
à notre ignorance de l'analyse supérieure que nous de- 
vons nous en prendre , si nous sommes parvenus si tard à 
une théorie vraie de l'hydraulique. C'est donc par les pro- 
grès de l'analyse que cette théorie pourra s'élever à son 
plus haut point de perfection, et, par conséquent, à son 
maimnum d'utilité. 

Que l'astronomie soit unede$ parties les plus utiles des 
mathématiques, tout le monde l'accordera facilement. Or 
cette utilité est liée à l'exactitude de la théorie, à l'accord 
de cette théorie avec les phénomènes célestes; donc évi- 
demment cette utilité croît avec le perfectionnement de la 
science. Tant que le vrai système des corps célestes et de 
leurs mouvements fut inconnu, l'arithmétique, les élé- 

(*) Dan. Rernoulîi : Hyàrodynamica. Strasb. 1738; in-4- 
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menls de géométrie el d'optique suffisaient à Tastronome. 
Mais, en découvrant les lois véritables du mouvement des 
corps célestes, Kepler sentit lui-même tout d'abord que 
les mathématiques élémentaires n'étaient plus à la hau- 
teur de l'astronomie. Newton vint ensuite achever mira- 
culeusement l'œuvre de Kepler; et, pour cela, quel ar- 
senal de calculs n'emprunta- t-il pas aux mathématiques 
supérieures? Nul n'en peut douter, après avoir parcouru 
son incomparable ouvrage. Nous y apprenons que les 
planètes tracent des ellipses autour du soleil , et que les 
aires décrites par leurs rayons vecteurs sont proportion- 
nelles aux temps. Donc, pour construire les Tables des 
mouvements des planètes , il faut connaître la quadrature 
de l'ellipse, ce qui n'est certes pas du ressort des mathéma- 
tiques élémentaires. D'autres problèmes , des plus utiles 
et des plus nécessaires , servent à déterminer les orbites 
mêmes des planètes d'après les observations, et ceux-là 
exigent encore plus impérieusement le secours de l'ana- 
lyse supérieure. On pourrait encore moins s'en passer 
dans la recherche des trajectoires des comètes (voir mes 
Mélanges de Berlin^ tome VII) (*). D'un autre côté , la 
théorie de la lune , quoique étendue et raffermie par les 
démonstrations aussi solides qu'heureuses de Newton, 
n'a pu cependant être menée à bonne fin. C'est que l'a- 
chèvement de cette théorie exige la solution de problèmes 
de mécanique si nombreux et si difficiles , que l'analyse 
infinitésimale, toute avancée qu'elle paraisse, ne saurait 
y suffire. Enfin, on sait que les observations nécessitent 
des corrections à cause de la réfraction. Or une Table de 
réfraction ne peut être construite à l'aide de l'expérience 
seule -, il faut que la théorie détermine, pour une hauteur 



( * ) Ëulerus : Deierminatio orhilœ comctœ ann. 1 7/12 ohsen'atœ, in Miscell. 
Beroî., VII, p. 1. 
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quelconque, les effets de la réfraction , et cette théorie est 
obligée d'emprunter à l'analyse supérieure ses calculs les 
plus délicats. Le célèbre Bouguer (*) nous Tapprend 
clairement dans son Mémoire édité à Paris sur ce sujet* 
De tout ce qui précède, on peut conclure d'abord que Tas- 
tronomie a le plus grand besoin de l'analyse infinitési- 
male , et ensuite que l'analyse elle-même est encore loin 
d'être assez avancée pour ses applications à l'astrono- 
mie. 

L'artillerie est mise ordinairement au nombre des 
branches des mathématiques, et c'est à ce titre qu'elle 
rend le plus de services dans l'art de la guerre. Outre 
quelques problèmes de géométrie bien connus, qui ont 
pour but de déduire du diamètre le poids du boulet, et 
réciproquement , on y considère principalement le che- 
min décrit par le projectile que lance le canon ^ et l'on 
conclut les règles suivant lesquelles il faut diriger le ca- 
non , pour que le boulet frappe un lieu donné. Or on sup- 
pose 5 dans cette recherche , que le projectile décrit une 
parabole, ainsi que Galilée l'a démontré. Mais cela n'est 
pas conforme à la vérité dès que le mouvement n'a pas 
lieu dans le vide. On est donc induit grandement en er- 
reur par les règles et les Tables fondées sur cette hypo- 
thèse , leurs auteurs mêmes l'avouent ; ils rejettent Ter- 
reur sur le compte de la théorie, et s'imaginent qu'elle 
n'a de valeur que lorsque la pratique la corrige. Or l'air 
nous parait être un fluide trop subtil pour produire une 
résistance sensible; et pourtant, dans les mouvements 
très-rapides, tels que ceux des boulets et des bombes, la 
résistance de l'air est assez grande pour que le projectile 
décrive une courbe très-différente de la parabole. Pour 
corriger cette erreur notable, pour suppléer à l'emploi 

(*) Essai d'Optique. Paris, 1729; in-8. 
Ann.deMathémat.f t. XII. (Janvier iSJ3.) 2 
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inopportun de la parabole, il faut introduire la courbe 
véritable suivant laquelle le projectile se meut dans l'air. 
New^ton paraît avoir fait beaucoup d'efforts pour la dé- 
couvrir, et cependant son extrême habileté dans l'analyse 
supérieure ne lui suffit pas pour résoudre ce problème. Il 
laissa l'honneur de cette découverte au célèbre Jean Ber- 
noulli (*), Nous voyons combien doit être versé dans les 
mathématiques supérieures celui qui veut résoudre des 
questions d'artillerie. Sous d'autres rapports, l'artil- 
lerie était indigne , jusqu'à ce jour, du nom de science, 
tant était grande son ignorance des principes qui la con- 
cernent. Outre le mouvement des projectiles, elle n'avait 
pas encore assez étudié la force et l'action de la poudre, 
et c'est là le pivot de la science. C'est de nos jours seule- 
ment qu'un habile anglais, Robins (**), a trouvé, par une 
suite de profonds raisonnements, la véritable théorie de 
la force de la poudre à canon. Il calcule d'abord la force 
que développe l'inflammation de la poudre, et la vitesse 
qu'elle imprime au boulet 5 puis il détermine le mouve- 
ment même du projectile. Les expériences n'ont pas peu 
contribué , sans doute , à ses résultats ; mais , s'il n'avait 
eu à sa disposition l'analyse supérieure, il lui eût été 
impossible d'imaginer ces expériences, ni d'en rien con- 
clure. 

Deux mots suffiront pour la navigation; car personne, 
j'imagine, n'osera contester ici l'utilité des mathéma- 
tiques supérieures. Si nous considérons la marche du 
navire porté par l'Océan , nous penserons tout d'abord à 
la courbe loxodromique , dont l'invention ne peut assu- 
rément être attribuée aux mathématiques élémentaires. 
Cette courbe sert à résoudre la plupart des problèmes qui 



{*) De Motu corporum gravîum pendulorum et projectilium. 

1 in-8. 
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s'offrent à quiconque veut étudier l'art de régler la coarsre 
du navire. La théorie entière de la navigation, théorie 
qui pose les bases de la construction et de la conduite des 
vaisseaux, est tellement ardue, exige une connaissance si 
profonde de la mécanique et de l'hydrostatique, que le 
secours de l'analyse supérieure y est de première néces- 
sité. La détermination de la position que le navire occu- 
pera dans l'eau demande un calcul considérahle. Veut'-on 
en déduire la forme que doit avoir le navire, et mesurer 
la charge qu'il doit porter pour que l'équilibre soit stable^ 
pour que le navire supporte la traction des voiles et ré- 
siste au chavirement^ c'est alors qu'il faut en venir à des 
calculs de la plus grande profondeur. Veut-on enfin dé- 
couvrir l'art de disposer les voiles et de conduire le na- 
vire à son but, malgré le vent contraire; on n'y parvien- 
-dra jamais sans l'aide de l'analyse supérieure. On trouve 
tout cela de la dernière évidence en lisant l'excellent ou- 
vrage de BernouUi (*) sur la manoeuvre des vaisseaux. 
J'ai traité la même matière avec plus de développements 
dans deux livres que j'ai publiés sur la science de la navi- 
gation. Ainsi , nul doute ne peut subsister maintenant sur 
ce sujet. 

La physique, cette science qui étudie tous les phéno- 
mènes de la nature, fût-elle dépourvue de toute utilité 
manifeste, que cependant l'élévation et la grandeur du 
but attacheraient encore à celte science tout homme qui 
aimerait la vérité, et par cela seul, toutes les sciences qui 
ilonnent à la physique plus d'étendue et de perfection de- 
vraient être à nos yeux d'une importance extrême. Mais 
la physique est la source la plus profonde en résultats 
utiles pour la vie ordinaire. Que dira-t-on alors des ma- 

( * ) Essai d'une nouvelle théorie de la manœuvre des vaisseaux^ 
Bâle, 1714 ; in-4. 

2. 
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thématiques supérieures, si je prouve que, sans elles, il 
n'y a pas de progrès possible en physique? D'abord la 
plupart des phénomènes que nous savons expliquer ap- 
partiennent aux mathématiques aussi bien qu'à la phy- 
sique : tels sont ceux qui sont expliqués par la mécanique, 
l'hydrostatique 5 l'aéromélrie, Toptique et l'astronomie. 
Ensuite, dans tous les phénomènes où Ton observe quel- 
que modification de la matière, ne faut-il pas surtout 
avoir égard au mouvement? voir par quoi et de quelle 
façon il est produit? quelles variations il subit? etc. ^ toutes 
études qui exigent des connaissances profondes de la mé- 
canique, et une élude encore plus profonde de l'hydrody- 
namique, dès qu'il y a fluidité. Or toutes les modifications 
de la matière observées dans la nature sont dues au mou- 
vement; il est donc clair que la mécanique, c'est-à-dire 
la science du mouvement , est nécessaire pour expliquer 
même le plus simple changement qui se produit dans l'u- 
nivers. Si Ton envisage de près les phénomènes qui pa- 
raissent les plus simples , si l'on veut les ramener aux 
lois de la mécanique , ils présentent tant de complication, 
qu'il est impossible de les expliquer, même en faisant 
usage de l'analyse supérieure. Ce cas se présente principa- 
lement dans la physiologie, qui étudie les mouvements 
des êtres vivants. Dans son état actuel , cette branche de 
la physique nous offre des phénomènes qu'il est impos- 
sible d'expliquer, et qui exigeraient des notions complètes 
sur les mouvements des solides et des liquides, jointes à 
une connaissance profonde de l'analyse supérieure. Qui 
oserait s'aventurer, sans de pareilles ressources, à des re- 
cherches sur le mouvement imprimé au sang par le cœur, 
et sur la marche du sang dans les artères et dans les veines? 
Avant d'aborder une telle explication , il faut arriver à la 
solution de problèmes nombreux et difficiles, solution 
pour laquelle l'analyse supérieure est encore impuissante, 
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quelque avancée qu'elle paraisse. Tout cela semblera plus 
clair que le jour, si Ton veut lire les auteurs qui ont es- 
sayé de donner une explication rationnelle des phéno- 
mènes de la physique et de la physiologie. Je me conten- 
terai de citer le livre de Borelli ('*') sur le mouvement des 
êtres vivants. On y voit presque à chaque page combien il 
a besoin de toute la force de l'analyse pour arriver à son 
but, et souvent, lorsque ce secours lui fait défaut, il s'ar- 
rête découragé, et ne sait où chercher un appui. Borelli 
était pourtant fort instruit dans les mathématiques de 
son temps ^ mais elles n'ont reçu que plus tard les déve- 
loppements nécessaires pour les recherches de ce genre. 

Je crois avoir amplement atteint le but que je m'étais 
proposé, de rendre évidente l'extrême utilité de l'analyse 
supérieure. D'autres arguments, en grand nombre, pour- 
raient confirmer ma démonstration; je pourrais prouver 
que l'analyse donne à l'esprit plus de vigueur et le nnd 
plus apte à la recherche de la vérité. Mais les ennemis 
des mathématiques trouveraient ici matière à discussion. 
Mes premiers arguments sont irréfutables, et je m'y 
arrête. 



eONGOliRS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1843 ("''y, 
Par m. dieu. 

Agrégé , docteur es sciences. 



Composition dVnalyse. 
Troiwcrr l* équation des surfaces^ telles que^ si y cVun 
point donné A on abaisse une perpendiculaire sur un 



(*) J.-Alph. Borelli: De Molu animalium. 

( ** ) Nous ne donnerons, de celle année, que la composition d'analyse, 
attendu que celle de mécanique n'était autre chose que l'analyse du pen- 
dule conique. 
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plan tangent, le rectangle Je cette perpendiculaire et 
de la portion de la normale comprise entre le point de 
contact M et un plan P mené par le point A , soit équix^a-* 
lentau carré de AM. 

Si l'on prend A pour origine des coordonnées rectan- 
gulaires y et le plan P pour celui des oi>y\x^ y^ z étant les 
coordonnées d'un point quelconque M d'une des surfaces 
demandées, 

représentent respectivement AM, la distance de A au 
plan tangent en M, et la portion de la normale en M , qui 
est définie dans l'énoncé ; mais il faut prendre, devant les 
deux dernières expressions, le signe pour lequel elles sont 
positives. 

Les surfaces cherchées sont donc celles qui satisfont^ 
soit à l'équation 

(0 

dz dz 

zx -- — hyz — — h <a:' -f- r = o , 
dx dy 

soit à l'équation 

(,) : - 

dz dz ^ ^ ^ 

zx -L — hyz--, x^ — r' — 2 z' = o. 

dx ^ dy 

Par la méthode de M. Jacobi, l'intégrale de l'équa- 
tion (i) se déduit de celles des équations simultanées 

iùc dy dz 

zx xy x'' -{-y- 
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qui sont 



X 



et cette intégrale est 

(3) ^^^y^^z^^^(iy 

(p désignant une fonction arbitraire. 
On obtient de même Inéquation 

(4) x4=:(^»4.^3_f.3»).^^Z\, 

dans laquelle (|/ désigne encore une fonction arbitraire, 
pour l'intégrale de Téquation {2). 

Les surfaces comprises dans les équations (3) et (4) 
présentent deux caractères communs : 

1**. Elles ont, pour centre ^ le point A ; car ces équa- 
tions ne changent pas quand on remplace x, y^ ^ P^'' 

— ^'> — Ji —z- 

2^. Le plan V ou xj est un plan diamétral princi- 

pal ^ car ces équations donnent deux valeurs de z égales , 
et de signes contraires pour chaque système de valeurs 
Aex.jr. 

Si Ton coupe les surfaces comprises dans Véqua* 
tion (3) par des plans conduits suit^ant Az^ on a tou- 
jours un cercle dont le centre est A. En elTet, pour avoir 
Téqualion d'une de ces sections par rapport à Az et à la 
trace A a:' de son plan sur X)'^ il suflSt de faire dans l'équa- 
tion 

x-= x' cos ô , y -=■ X* sin 6 

(6 désignant l'angle x' kx compté de A a: vers Ay)\ ce 

qui donne 

y2_|_22_:,y(tangÔ), 

équation qui représente^une circonférence , si 

<p(tangÔ)>o; 
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Toriglne A seulement, si 

el qui ne représente rien , si 

(p(tangô)<o. 

Enfin, on voit facilement que l'origine est un point 
isolé des surfaces comprises dans Téquation (4). 



EXPOSITION ANALYTIOUE DES POINTS EN INVOLUTION ET 
DES RAPPORTS COMPOSÉS SE6MENTAIRES. 



I. Inv^olutioji. 

i. Définition, Si Ton porte sur une droite, à partir 
d'un point fixe pris pour origine , des longueurs propor- 
tionnelles aux racines d'une équation algébrique de de- 
gré m, ayant éigard à leurs signes, les points ainsi déter*- 
minés sont dits points-racines. 

Obseivaiion. Aux racines égales correspondent dès 
points conjugués multiples 5 aux racines imaginaires, des 
points imaginaires qui donnent des résultats réels, lors- 
que les racines sont combinées symétriquement -, résultats 
dont il faut tenir compte quand il s'agit de ce genre de 
combinaisons. 

2. Définition, Soit 

une équation algébrique donnant lieu à un système de 
n points-racines^ prenons une distance quelconque /, qui 
détermine un point que nous désignons par C ; le produit 
des distances du point C aux m points-racines csl é\ idem- 
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ment égal à 

/». + f!: /"-.-+.... -t. f2±:; 

ce produit est la puissance du point C relativement au 
système des m points-racines. Le point C peut se nommer 
point-potentiel. 

Observation. La puissance de l'origine est ( — i)*" -^^• 

3. Définition. Si plusieurs systèmes de points-racines, 
placés sur la même droite, ont la même puissance par 
rapport au même point-potentiel C , ces systèmes équiva- 
lents sont dits en immolation , et le point-potentiel porte 
le nom de centre {Tini^olution , ou simplement de point 
central. 

4. Théohème. Étant donné un système de n équa- 
tions algébriques 

(i) P + Q,=o, P + Q,= o,..., P-f^Q, = o, 

P, Q, Q25. • •? Q« ^^"^ ^^ fonctions algébriques en- 
tières de X» Si les n — i équations 

(2) Q, — Q, = o, Q,— Q3 = o,..., Q, — Q« = o, 

ont des racines communes^ les n systèmes de points- 
racines donnés par les équations (i) sont en inuolulion, 
par rapport à chaque point déterminé par une des ra- 
cines communes au système (2). 

Démonstration. Soit r une des racines communes au 
système (2) 5 celte valeur étant mise à la place de x dans 
chacune des équations du système (i) donne des résultats 
égaux , car la différence entre deux quelconques de ces 
résultats est nulle ^ mais chacun de ces résultats est la 
puissance du point déterminé par r, par rapport à un 
système de poinls-racincs, § 2 , donc C est un point cen- 
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Irai , et tous les n systèmes de points-racines sont en invo- 
lution. 

Corollaire, Si Ton veuf* ajouter un nouveau système 
de p points en involution avec les n systèmes , il est évi- 
dent qu'on peut prendre p — i de ces points à volonté. 
Si le point C fait partie des p — i points, le ^"'"* point 
est situé à l'infini ; car zéro entre alors comme facteur 
dans le dénominateur de la fraction qui détermine le 
pUme point. 

5. Les trois systèmes des points-racines donnés par les 
équations 

P-+-Q, = o, P-|-Qj = o, P4-Q.(i — /w)-l-/wQî = o, 

sont en involution -, car les deux différences Qi — Qj , 
m (Qi — Q,) étant égalées à zéro, ont les mêmes raci- 
nes (4). 

Si P, Qi, Qj sont des fonctions entières à deux varia- 
bles x, y ; alors les trois équations représentent trois 
courbes algébriques passant par les mêmes points -, car la 
troisième équation s'obtient en ajoutant la première, mul- 
tipliée par I — m, à la seconde, multipliée par m. Fai- 
sant 

r=o 

dans les trois équations, on a trois équations dont les 
points-racines sont les intersections des trois courbes 
avec l'axe des j:^ et, d'après ce qui vient d'être dit, les 
systèmes sont en involution. On a donc le théorème sui- 
vant. 

6. Théorème. 

R = o, S = o, (i — w) R-f-/nS = o 

étant les équations de trois courbes algébriques y une sé^ 
cante quelconque les coupe en trois systèmes de points s 
qui sont en in\^olulion; et il y a autant de centres dUn-* 
yolution que V équation R — S = o a r/e racines. 
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Le théorème de Desargues est compris dans ce théo- 
rème général. 

Obseri^atîon, On a un théorème analogue ^ si R, S 
étant des fonctions à trois variables , les équations repré- 
sentent des surfaces. 

7. Les coniques étant toujours le principal sujet d'in- 
vestigations géométriques, et ces courbes n'étant rencon- 
trées par une droite qu'en deux points , on n'a guère étu- 
dié que l'învolution d'un système de deux points-racines 
chacun. 

8. Une équation réciproque de degré 2n donne un 
système n de deux points-racines en involution relative- 
ment à Torigine , la puissance étant i . 

9. Soient les trois équations 

û, x' -f- «2 ar -h «3 = o , 
biX^-i- biX -+- ^3 = o, 
<^i ^' -4- Cj .a? -+- C3 = o ; 

pour que les trois systèmes de deux points-racines soient 
en involution , il faut et il suflit que les deux équations 

/flfj 6j\ «3 ^3 

\a, c, / flr, c, 

aient une racine commune ^ ce qui donne la relation 

( I ) déterminant (aibiC^) = o; 

et, lorsque cette relation subsiste, les trois systèmes^ 
sont en involution. Le centre d'involution est déterminé 
par l'équation 

^1 ^3 — ^3 bi ût C3 — «3 r, 
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en réduisant au même dénominateur les deux valeurs 
égales de or, on retrouve l'équation (i). 

En éliminant a:' et x entre les trois équations, on a 
encore l'équation (i)^ donc une de ces équations est une 
conséquence des deux autres , de sorte qu'on a la relation 

Donnant à n une valeur quelconque, même imaginaire, 
on trouve tous les couples de points en involution avec les 
deux premiers couples. 

Observation, L'équation (1) n'est autre que l'équa- 
tion (i) de M. Chasles (Géométrie supérieure, page i55)^ 

40. Reprenons l'équation 

rt, x^ -h «2 .r"--' -h . . . -r ^'n = o ; 

soient «1, «s,..., a„ les n racines; / — a,, / — «svî ' — «« 
sont les n distances du point C aux n points-racines, § 2. 
Une fonction symétrique de ces distances s'exprime en 
fonction de /, et des coefficients de l'équation. Les sys- 
tèmes de points-racines pour lesquels cette fonction est 
constante, relativement au même point C, sont dans une 
relation involutive. On n'a étudié jusqu'ici que les pro- 
duits qui donnent des propriétés géométriques d'un énoncé 
simple, et aussi les sommes qui se rattachent aux points 
de moyenne distance \ mais toute fonction symétrique ren- 
ferme quelque théorème de géométrie. On peut même dire 
que les principales propriétés des lignes et des surfaces 
ne sont que l'expression graphique de quelque fonction 
symétrique. La théorie de ces fonctions est le fondement 
de toute la géométrie supérieure. Aussi n'a-t-on pas man- 
qué de retrancher cette théorie du nouvel enseignement; 
car nous ne devons connaître d'autre supériorité que celle 
de no& faiseurs. Soit. 
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II. Rapports composés segmentaires. 

W. Le produit de plusieurs rapports géométriques est 
un rapport composé. Soit une équation de degré 2 w don- 
nant autant de points-racines. Décomposons ces in ra- 
cines en 71 groupes de deux racines chacun; prenant la 
différence de deux racines dans chaque groupe , on aura n 
segments. Désignons le produit de ces n segments par P; 
faisant une seconde décomposition semblable, on par- 

vient a un autre produit K. Le rapport - ou ^ est un 

rapport composé segmentaire, 

12. Lcmme. 

a — b z= c, 

a b ab 

13. Théorème. Si y dans un rapport composé seg- 
mentaire y on remplace chaque racine a par-^ p étant 
un nombre donné ^ le rapport reste le même. 

Démonstration, Si en remplaçant chaque racine a 

par-1 le produit que nous désignons par P devient 

P R 

( — pY - » le produit R devient { — pY ^9 S étant le pro- 

duit des in racines (lemme 12). Donc le rapport ne 
change pas. 

M, Lemme, Soit l'équation 

si Ton a la relation 

=Py 
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p étant un nombre donné; pour n impair, 1 équation a 
une racine égale à — ;?, et les n — i autres racines se 

partagent en groupes de deux racines, dont le pro- 
duit est p \ pour n pair, les racines se partagent en - 

groupes de deux racines , dont le produit est p. 

Observation. Cette équation est dite réciproque, dans 
le sens général. On applique ordinairement cette déno- 
mination à une équation lorsque p=i. Nous conservons 
le sens général. 

45. Corollaire. Une équation réciproque de degré 2 n 
est une involution de n groupes de deux points-racines, 
Torigine étant le centre d' involution. Formons un rap- 
port composé segmentaire avec un nombre p de ces ra- 
cines. Remplaçons , dans ce rapport, chaque racine par 
son inverse, on aura un rapport composé, qui sera encore 
segmentaire, car les im^erses sont aussi racines de V équa- 
tion; et ce second rapport segmentaire sera égal au pre*- 
mier (13). 

Rapport segmentaire binaire, 

46. Un rapport binaire est le produit de deux rapports^ 
Considérons quatre points-racines donnés par les racines 
a, j3, «,, j3i, que ces points suivent l'ordre croissant de 
grandeur de gauche à droite 5 on peut former trois rap- 
ports binaires, 

(a.~a)(p.^p) (p.^a)(p~a.) (p^a)(a.~pO 

(P.~a)(«,-P)' (p-a)(p.--«.)' («.^a)(p~p.)^ 

Dans chaque rapport, chacune des racines paraît deux 
fois. Le premier et le troisième rapport sont positifs, et 
le deuxième est négatif. Ces trois rapports sont mainte- 
nant connus sous le nom de rapports anhannoniques ; 
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lorsque le rapport est égal à — i , on le nomme rapport 
harmonique, 

Obseî^ation, Chez les anciens, le second rapport s'é- 
crivait aussi 

(P, « a) (a.-p) 

11 était positif, et devenait harmonique y lorsqu'il était 
égal à -4-1 5 mais alors il n'y a plus de symétrie dans l'ex- 
pression. C'est ce qui a engagé M. Chasles à changer le 
signe et à écrire /3 — a, , au lieu de «i — j3. D'ailleurs le 
célèbre géomètre ne fait point usage de la notation des 
points-racines. Cette notation rendrait peut-être plus 
mnémoniques les précieuses et nombreuses équations qui 
se rattachent aux rapports harmoniques, et qui sont con- 
signées dans la Géométrie supérieure. L'idée des points- 
racines appartient à M. Gauss ("voirt. I, p. 444)« 



REMARQUES SUR LE CALCUL DES DÉRIVÉES DES FONCTIONS 

x^ ET a'; 

Par m. SCQLOMILCH, 

Professeur à Dresde. 



La manière ordinaire de développei les dérivées de x" 
et a-' consiste à recourir à la formule du binôme démon- 
trée par quelques considérations relatives aux combinai- 
sons. Mais, comme les formules qu'il s'agit de développer 
sont fort simples, il vaut mieux éviter l'emploi d'une 
formule plus compliquée; cela se fait facilement à l'aide 
de la formule tout à fait élémentaire 

/>"• if"* 

^ ^ a — h 

comme nous le ferons voir. 
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i . Quant à la dérivée de la fonction .r'", on a 

d(ar) ,. (x-hSY* — x^ .. Ix -hS)'*^'x" 
\ ' = lim ^ 5 = lim ^- : 

(Ix X-{- Û X 

et, en faisant usage de la formule (i), on trouve sur-le- 
champ 

d(x^) 



dx 



= maf^~ 



Après avoir démontré cette formule pour le cas d'un 
exposant positif et entier, il est très-facile de la générali- 
ser par des méthodes connues : on fera 

p 
par conséquent, 

ce qui donne 

d{xP) _ d(jr9) df 

dx dy dx 

2. Pour développer la dérivée de la fonction a*, il est 
nécessaire de démontrer que l'expression ( i + - ) con- 
verge vers une limite déterminée quand on^f^it croître à 
Tinfini le nombre s. Cela se fait de la manière suivante : 
En supposant a^b^ l'équation (i) donne l'inégalité 

a^ — b"* 

7- <" ma^"^ ou a"* — b"'<^m(a — b) «'""' : 

a — ^ ' 

on tire de là 

(3) [a — m (û — ^)] «'"-' < b"' ; 

et, en prenant 

^ = I -f- 



m — 1 m 



on a immédiatement 

Cela prouve que la quantité ( i-f- -) croît toujours, si s 

est un nombre positif et entier qui devient infiniment 
grand. 

Prenons maintenant 

1 . 
fl -.= I H 5 b r= i et /w =r /i 4- I ; 

2/1 

alors Finégalité (3) se change en celle-ci : 

-(l + — )<!, OU (i-f.j-y<2. 

2\ 2«/ \ 2/1/^ 

11 s'ensuit 

('+5^)"<4 et (,+ _L_)"-'<4, 

en vertu de la formule (4). 

La quantité ( i-f- -| reste donc toujours inférieure au 

nombre 4 5 on en conclut qu'il doit exister une limite dé- 
terminée vers laquelle converge l'expression dont il s'agit; 

cette limite est comprise entre les nombres ( i H — ) =2 

et 4) ^^ 1^ désignant par e, nous aurons 

pourvu que s soit un nombre positif et entier. La dé- 
monstration , pour le cas de s fractionnaire ou négatif, 
se fait de la même manière, comme on le voit dans les 
Traités du calcul différentiel. 
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SOLUTION DE LA aVESTION 467 

(voir t. VI, p. S94); 

Par m. h. FAURE. 



On sait que le lieu géométrique des projections ortho- 
gonales du centre de la lemniscate de BernouUi sur les 
tangentes a pour équation polaire 

- - 2 

p^ = «"cos-rw, 

Téquation de Fhyperbole équilatère étant 
a^ = p* cos 2w. 

M. W. Roberts propose de démontrer que la longueur 
d'un quadrant de cette podaire est égale à trois fois la dif- 
férence entre l'arc infini de l'hyperbole équilatère et son 
asymptote. 

Cette question se trouve résolue par Fauteur, dans le 
tome X des Annales de M. Liouville *, il l'a déduite d'une 
proposition plus générale, au moyen des fonctions ellipti- 
ques. Nous allons la démontrer, en suivant une autre mar- 
che que nous appliquerons à Téquation a^^ip'^cosmw, 
qui comprend l'hyperbole équilatère comme cas particu- 
lier. On reconnaît facilement la forme de, cette courbe; 
elle se compose de m branches infinies, ayant pour 
asymptotes des droites qui font avec Taxe polaire des 

, , y T Stt Stt (2/71 l)7r g^ 

angles égaux a » ? > • • • ? ^ — Un 

^ ° 2/11 2/W 2/W 2/7Î 

trouve pour équation de la première podaire, 



^W— I m — I . 'W 

P — 
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Si l'on projette de même le centre de notre courbe sur 
la tangente à celle-ci , on trouvera , pour la deuxième 
podaire , 



^•Jtm — I _awi— I ^rtc '^^ 

zzz a CCS w. 

^ im — I 

SoitE l'excèsdela longueurd'une asymptote de lacourbe 
représentée par a"* =. p'" cos mco , sur la branche de courbe 
correspondante, et soit S la longueur d'une demi-boucle de 
la deuxième podaire. Nous allons démontrer que 

_ m — I ^ 
E = S. 

2/» — I 

En effet, si Ton calcule l'arc de la podaire d'après la for- 
mule 

on trouvera 



J v/i — z"" 



en posant 

La même formule donne, pour l'arc de l'autre courbe, 

S' = — « I — , , 

J s'^v'i — z'^'" 

en posant • 

a 

Or 



/dz aJi-~ z'"' , , C z""-' dz 
y = \r{m^\)a \ 

Pour avoir la différence entre deux longueurs très- 
considérables, portées, la première, sur l'asymptote, à par- 
tir du centre , et la seconde sur la courbe a'"r=p"* cos/no), 

3.. 
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à partir du sommet, il faut voir ce que devient la diffé- 
rence p — S lorsque p est infini , ou - — S' pour z = o. 
Or 



^_S'==- «Vï— ^' 



2 m /» 2;"«-' dz 

J VI— 2"" 



Z Z Z 

Nos intégrales doivent être prises entre o et i. Entre 
ces limites, les deux quantités qui précèdent le signe 1 
s'évanouissent-, donc , 



E=:^(m—i)a / . 



Par suite, puisqu'il faut renverser les limites pour Tune 
ou l'autre de ces intégrales , 



£ = ."'■ 



Dans le cas particulier de la question, il faut faire 
/w = 2, 



ce qui donne 



E=is, ou S=3E. 



SUR L4 LOCUTION : DIVISER UNE DROITE EN MtRÉINE ET 
MOYENNE RAISON 

(TOlr t. ni, p. 8). 



Cette locution française est une traduction littérale de 
la locution grecque : uxpot kolI fiivùv xiyo}f rtf^tiv. On ren- 
contre cette expression au moins quinze fois dans Eu- 
clîde, et tous les manuscrits, soit de cet auteur, soit des 
auteurs grecs qui ont écrit après lui , né varient pas sur 
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cette expression , et la rapportent de la même manière. 
Ainsi , il y a certitude que nous possédons la véritable 
Leçon d'Euclîde. On cite contre cette Leçon un texte arabe 
(tome III, page 8) 5 mais l'autorité d'une traduction fran- 
çaise d^un texte qui est la traduction arabe à^nn texte grec 
ne peut prévaloir contre le texte grec lui-même, imprimé 
depuis i533 [Bas, in-folio^ curâSimonis Grynaei)» 

Cette Leçon, traduite littéralement en français, est une 
réunion de mots ne présentant aucun sens. C'est que, pro- 
bablement, on a ici affaire à une locution du genre ellip- 
tique. On en trouve de semblables dans toutes les langues, 
et surtout dans les langues anciennes. Chaque manuscrit 
étant jadis le produit d'un travail isolé, on avait intérêt à 
économiser les mots pour gagner du temps, et aussi pour 
ménager la place ^ car la matière sur laquelle on écrivait , 
papier ou parchemin, était rare et assez chère. Pour com- 
pléter l'expression elliptique d'Euclide, il faut s'aban- 
donner aux conjectures. En voici une qui me parait assez 
vraisemblable. 

Soit une droite divisée d'une manière quelconque en 
deux segments inégaux a et t, et soit i^« ; les trois quan- 
tités «, by a-\-b sont écrites suivant leur ordre de gran- 
deur : i, qui est au milieu, est la quantité moyenne ^ a 
etrt-4-6, aux extrémités, sont les quantités extrêmes. 
Combinées deux à deux, ces trois quantités donnent lieu 
à six raisons, parmi lesquelles il n'y en a que deux qui 
puissent devenir égales y savoir: la raison tirée de l'ex- 
trême rt, ou T? et la raison tirée de la moyenne &, sa- 

b 

voir T ; on peut avoir 

a -\- b * 

a _ h 
b'^ a -h b 

La raison t aura pris le nom de raison de V extrême, ou 
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simplement extrême raisofi: et la raison j ? raison 

fie la moyenne ou moyenne raison. Il s'agit donc de par- 
tager une droite de manièj*e que la moyenne raison soit 
égale à Textrême raison, et plus brièvement encore, par- 
tager une droite en moyenne et extrême raison. Il faut 
donc conserver cette locution ancienne , aujourd'hui gé- 
néralement comprise , et qui a pour elle le droit de pres- 
cription. 

Si on voulait s'exprimer en langage moderne, il fau- 
drait dire : Partager une droite en deux segments 
foimantavec cette droite une proportion continue. C'est 
la formule adoptée par Lorenz (Jean-Frédéric), dans son 
excellente traduction allemande des quinze Livres d'Eu- 
dide^ 1781. 

Dans la géométrie moderne, cette section segmentaire 
n'est guère employée que pour la construction du déca- 
gone, et n'a aucune importance dans la géométrie seg- 
mentaire, parce qu'elle ne se projette pas coniquement , 
mais cylindriquement: Cette dernière projection est l'ob- 
jet implicite de la septième proposition du quatorzième 
Livre (*). Les six dernières propositions du treizîèmeLivre 
consacrées à la construction des cinq corps réguliers, con- 
tiennent des applications de la section continue^ de même, 
le quinzième Livre, qui traite aussi de la même construc- 
tion. D'ailleurs, on sait que le quatorzième et le quinzième 
Livres ne sont évidemment pas d'Euclide-, on les attribue à 
Hypsiclès, géomètre d'Alexandrie, du second siècle de 
notre ère. 

Il est à remarquer que les quinze Livres ne contiennent 
aucune proposition relative à la circonscription des cinq 
corps réguliers à la sphère. 

( '^ ) M. Chaslcs voudrait qu'on réunît toutes les propositions géométrique» 
qui se rapportent h cette proportion (Histoire de ht Géométrie , p. î^xV 
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Le célèbre Paccîoli Lucas de Borgo, frère mineur (*) de 
Tordre des Franciscains, a publié, en italien, un ou- 
vrage spécial sur la proportion continue, sous ce titre: 
Divina proportione opéra a tutti gli ingegni perspicaci e 
curiosi necessaria ^ue cîascun studioso di Philosophia , 
Prospettwa, Pictura, Sculptura, Architectural Musica, 
e altre Mathèmatice , suai^issima, sottite, e admirabile 
doctrina consequira, e delectarssi, con varie (/uestïone 
de secretissima scientia. 

L'ouvrage est imprimé à Venise , en 1 609 (**) ; Kàstner 
en donne une description très-détaillée , très-instructive 
(Histoire des Mathématiques, tome I , page 4^y\i 796 ; en 
allemand). J'ai constaté l'extrême exactitude de cette des- 
cription sur Texemplaire qui se trouve à la Bibliothèque 
impériale sous l'inscription V. 545. Le frère Lucas donne 
cinq raisons pour justifier l'épithète de divine donnée à la 
proportion : « La prima e che leifia una sola e non piuj 
e non possibile di Ici asegnare altre specie ne différent 
tie, La quale unita fia el supremo epitete de epso idio 
secundatutta la scola theologicae anche philosophica, 
La secunda conv^encentia e delà Sancta Trinita, Cio e si 
commo in dii^inis una medesima substantia fia Jra tre 
persone, Padre, Figlio e Spirito Sancto, Cosi una me- 
desima proportione de questa sorte sempre com^en se 
trovi fra tre termini^ e mai ne in piuy ne in manco se po 
retrovare (page 4) (***). Les trois autres raisons portent 
aussi le cachet de la profession et du siècle de ce savant 
moine, d'un esprit très-distingué, et qui comptait Léonard 



( * ) Les Cordeliers prenaient par humilité le nom de Frères mineurs» 
(**) II n'existe pas d'édition antérieure ; on en trouve sept exemplaires 
dans les Bibliothèques publiques de Paris, deux à la Bibliothèque Impé- 
riale , deux à TArsenal , deux à la Mazarine, un à Sainte-Geneviève. Nous 
devons ce renseignement au savant prince Balihasar Boncompagni. 
(***) Les pages ne sont numérotées qu'au reclo. 



( 4o ) 

de Vinci parmi ses nombreux amis. C^est même Tillustre 
artiste qui a dessiné les figures de la Divina propor- 
tionCy où l'on trouve représentés divers polyèdres, l'un de 
soixante-douze faces , de l'invention de Paciolus ^ et aussi 
les formes très-bien exécutées des lettres capitales de 
l'alphabet latin, et des dessins d^architecture suivant des 
proportions qui n'ont aucun rapport à la proportion 
dii^ine, comme Montucla dit erronément ( Histoire des 
Mathématiques y t. P*", p. 55i). Dans la dédicace à Petro 
Sederino, gonfalonnier perpétuel à Florence, on lit que 
Paciolus a présenté un opuscule [libellum) de Dii^ina 
proportione à Louis Sforce, duc de Milan, et il ajoute : 
Tanto ardore ut schemata quoque sua VincU nostn 
Leonardi manibus scalpta. Quod oplicen instructiorem 
reddere possent addiderim. 

On trouve plusieurs emplois ingénieux de la section 
continue dans Touvrage suivant : Euclidis Megaren- 
sis (*), mathematici clarissimi Elementa, libris XF ad 
germanam geometriœ intelligentiam è dii^ersis lapsibus 
temporis injuria contraetis restituta. Ad impletis prœter 
majorumspeniy quœ liactenus deerant solidorum régula-- 
rium conferentiis ac inscriptionibus, Accessit decimus 
sextus liber de solidorum regularium sibi inuicem in- 
scriptorum collationibus, Noi^issime collatisunt, decimus 
' septimuSy et decimus octai^us priori editioniquodammodo 
polliciti, de componendorum , inscribendorum et con- 
ferendorum compositorum solidorum im^ntis , ordine et 
numéro absoluti. Authore D, Francisco Flussate Can- 
dollo ad Carolwn IX , Christianissimum Galliarum Re- 
gem. Lutetia Parisiorum^ anno 1602. 

La première édition est de Paris, i566; la seconde de 



( *) On a longtemps confondu le géomètre d'Alexandrie avec son horao- 
Byrae, le philosophe de Mégare. 
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Lyon, 1578. C'est dans le seizième, dîx-septième, dix- 
huitième Livre que l'auteur traite des solides demi-régu- 
liers etdes polyèdres réguliersinscrits les uns danslesautres^ 
et circonscrits les uns aux autres. Ilétaitfils deGustave de 
FoixIII, comtede Candolle, ducdeRandan, de la branche de 
l'illustre maison de Foix, dont était le célèbre Gaston, d'une 
bravoure si brillante, et qui fut tué à la bataille de Ravenne 
en 1 5 1 12 . François, d'abord commandeur des ordres du roi , 
s'étant ensuite destiné à l'état ecclésiastique, fut nommé, 
en 1570, évêque d'Aire (Landes). Il est mort à Bordeaux 
le 4 février 1594, dans sa quatre-vingt-dixième année. Il a 
fondé, dans cette ville, au collège de Guyenne, une chaire 
de mathématiques, à donner au concours devant des juges 
compétents. Chaque candidat était tenu de faire deux lec- 
tures pendant deux jours consécutifs : le premier jour, il 
devait donner une proposition nouvelle de son invention, 
sans dépasser le onzième Livre d'Euclide; et, lejour suivant, 
une seconde proposition , aussi de son invention , concer- 
nant la théorie des polyèdres , à démontrer par les quinze 
Livres. En 1703, un des candidats contesta à son concur- 
rent la nouveauté de ses propositions. On convint de s'en 
rapporter à l'Académie des Sciences , qui consacra deux 
séances à cet examen , et décida que les propositions n'é- 
taient pas nouvelles [Histoire de V Académie; 1703, 
page 76). On ne dit pas en quoi consistaient ces proposi- 
tions. Les archives du collège de Guyenne renferment 
peut-être des renseignements curieux sur ce mode de con- 
cours, qui subsistait encore en 1710. Quoi qu'il en soit, 
il faut convenir que le noble prélat du xvi* siècle avait 
un amour plus intelligent, un sentiment plus vrai du 
but de la science, que certains réglementateurs de notre 
siècle éclairé» 

Note. Dans la séance du samedi 24 mars 1703, l'Académie reçut un 
Mémoire contenant ces deux théorèmes proposés comme nouveaux par 
l'un des aspirants à la chaire du collège de Guyenne : 
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Ad primant sessionem theorema. — In triangulo œquUatero, pevpendicu- 
laris ah utrius anguli aplce ad basim ducta, polentia est utram lihet hasis 
segmentum, est ejusdem triangulis latus est potentid ad semidiametrum circuîi 
qui idem triangulam, inscrïbitur (*). 

Àd secundam sessionem theorema. — Si in cuho descrihantur et icosœdrum 
et dodecaëdrum, quadratum ex icosœdri uno latere, erit œquale rectangulo 
ex duohus laterihus quorum unum est latus cubi, aliud latus dodecaedri. 

Un dôs concurrents prétendait que ces deux propositions n'étaient pas 
deTinvention du premier aspirant, la première étant prise du livre treize 
d'Euclide, proposition douze, Tautre du seizième livre, proposition 
quinze, et que n'ayant pas satisfait à la fondation, il doit être exclu de 
la chaire disputée. 

Dans la séance du samedi suivant, 3i mars 1703 , l'Académie a jugé que 
des deux propositions de l'aspirant, ni lune ni l'autre ne devait être 
censée de son invention. 

Nous devons ce renseignement à l'illustre doyen des géomètres physi- 
ciens, ornement de deux Académies, et qui sonde avec succès les pro- 
fondeurs du monde planétaire et les mystères de Tunivers moléculaire ; 
qui commente les principes ardus de Newton , explique les passages obscurs 
des agronomes de l'antiquité, expose les méthodes bucoliques des Mo- 
dernes 3 le tout dans un style si pur, si français , qu'on se croit transporté 
dans notre grand siècle littéraire. Puisse l'illustre M. Biot, qu'il n'était 
pas nécessaire de nommer, agréer l'expression de notre reconnaissance. 
Ayant conservé sous les glaces de l'âge une verdeur juvénile, une activité 
rare même chez les savants jeunes d'années , il met autant d'empresse- 
ment à encourager les faibles , que d'autres à décourager les forts. 



MÉLANGES. 



1. Sous Henri III, il existait à Paris un imprimeur 
nommé Pierre le Voirrier, qui était imprimeur du roi, 
spécialement pour les mathématiques. C'est ce qu'on voit 
par l'ouvrage suivant : Mauncii Bressi Gratianopolitani^ 
Regii et Raniei mathematicarum Lutetiœ professorisy 
Metrices astronomicœy libri quatuor. Hœc maximain 
parlem nova et rerum astronomicarum et geographica- 
rum, per plana sphœricaque trlangula dimensionis ratio 
veteriqne compendio expeditior et compendiosior. Ad 



{ *) Volcnlia, carré. 
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Pomponium Belleureum Sacri Consislorii Consiliaràim , 
Regisque Legatium. Pai\^ i58i, apud JEgid. Gorhi- 
num, 

A la fin de l'ouvrage on lit : Excudat Petrus le Voir-- 
riei\ in mathematicîs «//^og^ra^jAiw regius. ParisUsy anno 
i58i, mense Augustin in-folio de 84 pages. 

Bressius s'est servi du théorème de Ménélaus , dit de 
Ptolémée, relatif au triangle coupé par une transversale, 
pour démontrer plusieurs théorèmes (lib. IV, prop. i3). 
Ce Livre traite des triangles sphériques; on y trouve des 
propositions qui ont été communiquées à l'auteur par sou 
ami Jean Saville, Anglais célèbre, fondateur d'une chaire 
de géométrie, occupée par Newton. Bressius aussi occu- 
pait, au Collège de France, une chaire semblable, fondée 
par le célèbre P. Ramus. Car l'ouvrage se termine ainsi : 
Hœc ferme sunt, amplissime Belleurae , quœ ad rerum 
astronomicarum dimensionem usui fore duxi» Namque 
alla problemata quœ curiosœ inuestigationis potius sunt 
quant utUis et fructuosœ tanquam a proposito aliéna , 
de indus tria prœtermisi. Quœ quideni commentabor, 
dum Chris tianissimi litterarumque amantissimi Gallo- 
rum lie gis HenricillI et macaritœ P. Rami, professons 
quondam Regii, munificentia fruerer otio, Fïri autem 
et génère et genio nobilisy diuinique Francorwn poetœ 
Pétri Ronsardi fruerer hospitio. 

L'épithète macaritœ, appliquée à un tuguenot égorgé 
à la Saint-Barthélémy, montre que Bressius était de cette 
secte, ou bien qu'il trouvait dur de damner l'auteur 
d'une fondation qui le faisait vivre. Il demeurait chez 
Ronsard, gentilhomme riche, et très-instruit. On a même 
reproché à ses vers d'être trop savants^ reproche très- 
fondé, mais qu'on a rarement à faire. 

Pompone de Bellièvre, fils d'un premier président au 
parlement de Grenoble, né en iSap, surintendant des 
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finances , et mort chancelier en 1607, était un grand pro- 
lecteur des sciences. Dans ces temps de troubles, lors- 
qu'on faisait quelques difficultés aux professeurs sur leurs 
émoluments , ils avaient recours à Bellièvre, et en obte- 
naient du secours (Kastner, Histoire des Mathématiques, 
tome I, page 626-796). 

2. Les doubles signes ^ et ^ sont de Bouguer [Cor- 
respondance mathématique et physique de quelques cé- 
lèbres géomètres, etc. ; par Fuss, tome I, page 3o4). 

3. Dans le xvi® siècle, on s'est beaucoup occupé de la 
construction des Tables de sinus. La plupart deà calcu- 
lateurs descendaientpar bissections successives de Tare de 
1 5 degrés à Tare d'une minute environ. Cet arc de 1 5 degrés 
portait le nom singulier de kardaga. Ainsi , le premier 
kardaga était i5-, le second kardaga, 3o degrés, et ainsi 
de suite, jusqu'à 90 degrés, qui était le sixième kardaga. 
On croit que ce mot est une corruption du mot arabe kar- 
tifa, parvum quid? Karata veut dire couple diviseur \ ce 
mot désignerait une partie de la circonférence. 

Les Grecs désignaient les trois cent soixantièmes parties 
par^ocM, qui veut dire panies^ et les Latins aussi se sont 
servis du mot partes. Jamais ils n'ont employé le mot 
gradus pour désigner un degré de la circonférence. Ce 
mot degré ne nous vient pas du latin , comme on est porté 
à le croire, mais il dérive de l'arabe derug, où il signifie 
un échelon, partie d'une échelle, et aussi partie de la 
circonférence. 

Le mot grade, pour la centième partie du cadran, 
date de l'établissement du système métrique. L'illustre 
auteur de la Mécanique céleste emploie la division déci- 
male du cercle et du jour ; division que les astronomes 
ont abandonnée. 11 est bizarre que les astronomes, qui 
ont tant insisté pour introduire la division décimale dans 
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les usages de la vie civile, l'aient repoussée de chez eux, 
où elle est pourtant plus utile que partout ailleurs, puisque 
toute la science ne consiste qu'en calculs. 

m THÉORÈME DE FERMAT; 

D'après M. HERMITE. 

(Journal de Mathématiques, tome XIII, page i5; i8/|8. ) 

1 . Lemme. Lorsqu'un nombre premier est de la forme 
4 -h I , il existe un carré gui , augmenté de i , donne une 
somme divisible par ce nombre premier. 

% Lemme. Le nombre fractionnaire -r étant converti 

b 

en fraction continue, on trouve toujours deux réduites 

consécutives dont les dénominateurs sont , l'un inférieur, 

et l'autre supérieur à ^J, 

3. Théorème de Fermât. Un nombre premier de la 
fofme 4 + 1 ^^^ toujours la somme de deux carres. 

Démonstration. Soitp ce nombre premier, on a donc 
(lemme i) 

- étant converti en fraction continue , on arrive à deux 

P m m' . ^ 

réduites consécutives — » -7 ? où n<^slp et n''^p 

[lemme 2). Donc, d'après la théorie connue, 



-=-H -, ou £<i; 

p n nn 



on en déduit 



na 



P 

— mp z=: t.^. -i 
n 



[na-^mpYzzzp.^^^e 
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-^ et e^ sont des fractions: donc 

mais 
donc 

OU bien 

n^{a^ + i) — p[2,anm — m^p) <C,^P' 

a* -4-1 est un multiple de p, l'expression à gauche est 
donc un multiple de p moindre que 2/7. Donc 

[na -- mpy -^ h^ = p. C. Q. F. D. 

A. Euler a démontré que la décomposition du nombre 
premier p = 4 + i ne peut se faire que d'une seule ma- 
nière (voir tome VII, page 38)^ et, d'après la formule 
de Gauss (voir tome IX, page 807 ), lorsqu'un nombre ne 
peut se décomposer que d'une seule manière en deux car- 
rés, il est premier 



THÉORÈME SUR LA SOMME DE DEUX G4RRÉS; 

D'après EULER. 



t* na aucun div^iseur premier de la 
forme ^n — i , à moins que a et b aient un tel diviseur 
pour facteur commun. 

Démonstration, aelb n'étant pas divisibles par 4 n — i , 
il s'ensuit (Fermât) que a*""* — &*'*~* sera divisible par le 
nombre premier 4 « — i ; donc a*"~*-hi*'*"' ne sera pas 
divisible par ce nombre premier. Mais à^ -4- 6* est un fac- 
teur de a* '*"■'-}- 6*'*""*; donc, etc. [Correspondance ma- 
thématique et physique, t. I, p. 116. Lettre à Goldbach, 
de Berlin , 6 mars 1742). 
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Dans la même Lettre, on trouve cette simple démonstra- 
tion du théorème de Fermât. 

1. Lemme. p étant un nombre premier, on a 

(0 {a -^b)P'^aP'-bPz=p. 

2. Lemme, Si 

on aura aussi 

(« + !)/' — (« 4-1)=^. 

Démonstration. Dans la congruence (i), faisons 

., . .* = '' 

il vient 

{a-hiY-aP^i^p, 
ou bien 

mais , par hypothèse , 

fl'' — a = /?. 
Donc, etc. 

3. Théorème de Fermât, p étant un nombre premier, 
on a 

aP — a :=:i p. 

Démonstration, On a 

iP^i^py 

donc , d'après le lemme 2 , 

2P — 2=/?, 3p — 3 = /?, etc. 



THÉORÈME DE NINIMll, DANS LE TÉTRAÈDRE, DE M. 8TEINER. 



\ . Lemme, a est un point fixe , D une droite sur la- 
quelle on prend deux points fc, c\ la distance bc est 
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constante^ le périmètre du triangle abc est un minimum 
lorsque ab =:ac^ ou , ce qui revient au même , lorsque le 
milieu de bc est le pied de la perpendiculaire abaissée de a 
sur bc, 

2. Théorème. Sur la droite A sont situés deux points 
fixes a, b ,- sur la droite B, on prend deux points Cj d; la 
distance cdest constante^ Vaire de la pyramide abcd est 
un minimum lorsque le milieu de çd est le point où la 
plus courte distance entre AetB rencontre B. ( Steiner .) 

Démonstration, acd^ bcd^ cab, dab sont les quatre 
faces de la pyramide. Les aires acd^ bcd sont constantes ; 
il s'agit donc de chercher en quel cas la somme des aires 
cab et dab est un minimum , ou dans quel cas la somme 
des perpendiculaires abaissées de c et J sur A devient un 
minimum. A cet effet, par un point quelconque e pris 
sur A, menons un plan perpendiculaire sur A, et proje- 
tons sur ce plan les points c, d en c/, d' -^ la distance d d' 
est constante 5 et les droites ecf^ ed' sont évidemment égales 
aux perpendiculaires abaissées de e et £? sur A. Or, d'a- 
près le lemme, ed -f- ed' est un minimum lorsque le mi- 
lieu e de é d' est le pied de la perpendiculaire abaissée de e 
sur d d' \ alors ed est la projection de la plus courte dis- 
tance; donc, etc. 

3. Corollaire, Prenant sur deux droites deux longueurs 
constantes , et considérant ces longueurs comme les arêtes 
opposées d'un tétraèdre , le volume du tétraèdre est con- 
stant et son aire est un minimum , lorsque la plus courte 
distance des deux droites partage les deux longueurs en 
parties égales, et le rayon de la sphère inscrite est un 
maximum. 
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CONCOURS D AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉES 1842 
ET 1848 (*); 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



1848. — Composition d'analyse. 

Parmi toutes les courbes planes de même longueur /, 
qui se terminent à deux points donnés A, B, deteiminer 
celle qui a le plus grand moment d^ inertie par rapport 
à AB. Calculer l'aire de la portion de plan comprise 
entre la courbe et la droite AB, ainsi que l'aire de la 
surface qui serait engendrée par la courbe si elle tour- 
nait autour de cette droite en faisant une résolution 
complète. 

X 




AB étant prise pour axe des a:, et la perpendiculaire 
en A pour axe des 7, le moment d'inertie dont il s'agit 

est représenté par | J^ds^ et, d'après les principes du 



(*) La même courbe répond au problème de mécanique de iS/p et au 
problème d'analyse de 18^8; c'est pour cela que nous les avons réunis. 

Ann. de Mathêmal , t. XIl. (Février i853.) 4 
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calcul des variations , la courbe demandée doit être dé- 
terminée au moyen de l'équation 



•X' 



X étant une constante qui dépend de la longueur don- 
née /. 

En intervertissant l'ordre des opérations indiquées par 

les signes cJ et I , et faisant , pour plus de facilité, varier x 

et y^ on déduit de cette équation 

attendu que âx et ây sont nulles aux limites. 

Suivant les principes auxquels nous venons de ren>- 
voyer, on a une équation différentielle de la courbe de- 
mandée, en posant 

dx 

On peut égaler à zéro soit le coefficient de âx^ soit 
celui de ây^ car les deux équations ainsi formées rentrent 
l'une dans l'autre; il faut choisir la moins compliquée. 

Une première intégration donne 

ds , 

c étant une constante arbitraire ; et Ton tire facilement de 
cette équation 

(i) c^ = ±s/{i^f^y^cK 

Avant d'aller plus loin, il convient de remarquer : 
I**. Qu'à cause du double signe dont le radical est af- 
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feclé, et de ce que la quantité sous le radical ne contient 
que c*, il suffit de supposer c ^ o 5 

2®. Que X* doit surpasser c' pour que de très-petites va- 
leurs de y ne rendent pas — imaginaire \ 

3**. Que \ ne peut être négative, parce que, dx étant 
positive quand a: croit de zéro à AB et y^ étant nécessaire- 
ment croissant à partir de zéro, si X était négative, le 
radical croîtrait toujours et dy ne changerait pas de signe, 
attendu qu'il n'y aurait aucune raison pour passer d'un 
signe à l'autre devant le radical ; de sorte que y ne pour- 
rait devenir nulle pour a:= AB, tandis qu'il faut au 
contraire que cela ait lieu. 

Il résulte de ces remarques que la valeur y/X — c est un 
maximum de y qui ne peut la dépasser en croissant à 

partir de zéro, sans que— ne devienne imaginaire. On 

posera , par conséquent , 



(2) . yz=.sf\ — c.sin<p. 

En substituant cette expression à y dans 1 équation (i), 

on obtient 

c d^ 



dx : 



V/X 4- c / \ — c 



si Ton regarde (f comme croissant à partir de zéro, et si 
l'on convient de passer du -4- au — devant le radical de 
l'équation (i) lorsque y passe par sa valeur maximum 

qui répond à 9 = — Puis on a 



(3) 



y/T 



W^A 



F étant la caractéristique de la fonction elliptique de pre- 
mière espèce. 

4.. 
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D'après la valeur précédente de dx^ l'équation 

dsz=:- Ldx 

C 

devient 



et l'on a 



ûfy = v^> -h c.flfy.i/i — sin»<p — dx^ 



E étant la caractéristique de la fonction elliptique de se- 
conde espèce 5 ainsi la rectification de la courbe cherchée 
se ramène à celle deTellipse dont les demi-axes sont V^X -f- c 
et V2C. 

y devient nulle pour (p = tt ; donc on doit avoir 



v/>4-c 



et 

ce qui détermine 1 et c (*). 

Les valeurs de y et de dx donnent 

c sin cp df^ 



ydx 



4 /^ -^- ^ 

et en intégrant cette expression depuis y == o jusqu'à 
y = TT, on trouve, pour l'aire de la portion de plan com- 

(*) On emploie encore ici les notations de Legendre; les fonctions F 
et E ont, comme on sait, pour ^ = 7r, des valeurs doubles de celles 

qu'elles ont pour ç» = - ? et ces dernières sont exprimées par 
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prise entre la courbe et AB , 

^ [log (V^^ -^C H- ^l — c)« — log 2<?]. 

La difFérentielle de Taire de la surface engendrée par 
la courbe tournant autour de AB est ^inyds-^ or les va- 
leurs de y et de ds en fonction de (f donnent 

j^-^ + COS»ç 

2 iryels = 2 TT (X — c) ■ . sin <p df ; 



v/rêf 



C 

f- ces' <p 



et, en intégrant entre les limites qui viennent d'être in- 
diquées , on a » 

27r ^X'-— c'y 

pour Taire de la surface de révolution dont il s'agit. 
Enfin , on a encore 

-j^ = ^— [X-(X-c)sm'(p]sin(p. 

Rien n'est plus facile que de se faire , d'après les ex- 
pressions de X , y, ^ et -7^ en fonction de la variable 

auxiliaire <f , une idée exacte, tant de Tare limité à A et B 
qui répond à la question , que de toute la courbe qui sa- 
tisfait à Téquation (i). En effet : 

1**. <f croissant de o à tt, a: croit de o à AB, y croît 

d'abord de o à ^'k — cl maximum qui répond kx= — U 

puis décroît jusqu'à o, -j- décroit de -^ à — , 

, AB d'y 

en passant par zéro quand x = — y et -7=^ reste constam- 
ment négative \ 
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2°. y a la même valeur et -—des valeurs de signes con- 



TT 



traires pour des valeurs de (f équidifférentes de - aux- 
quelles répondent des valeurs de x équidifférentes de 

3^. Enfin y = <pi et ç = ©i 4- Attt, ^i étant entre zéro 
et TT, et k un nombre entier positif ou négatif, donnent 
des valeurs de x qui diffèrent entre elles de kii^ et des va- 
leurs de j^, -^ et -7^ qui sont égales et de même signe, 

OU égales et de signes contraires suivant que h est pair ou 
impair. 

Donc : 

L'arc AMB est concaue vers sa corde AB, et formé de 
deux parties symétriques par rapport à Vordonrhée CM 
de son milieu M. 

La courbe est composée d'une infinité de panies égales 
à AMB , situées les unes du côté des y positives y les autres 
du côté des y négatii^es, comme une sinusoïde, et les 
points tels que A, B, eïc, sont en même temps des 
centres et des points d'inflexion, 

1842. — Composition de mécanique. 

Démontrer qu'un fil flexible homogène et sans masse 
peut tourner autour de la droite qui joint ses extrémités 
fixes, en consentant une figure permanente, et déter- 
miner cette figure^ on fait abstraction de la résistance 
de Vair et des frottements . 

Soient A, B les extrémités fixes du fil 5 s'il tournait 
effectivement autour de AB, en conservant une figure 
constante AMB, ses points décriraient des circonférences 
dont AB serait Taxe commun, et ils auraient tous, au 
même instant, la même vitesse angulaire, qui ne varie- 
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rait pas , d'ailleurs , avec le temps, puisqu'il n'y a pas de 
forces appliquées. Or, chaque sommet du polygone infi- 
nitésimal qu'il est permis de substituer à la courbe dans 
le raisonnement, peut être considéré comme un point 
libre, si on lui applique à chaque instant une force égale 
à la résultante des tensions des côtés contigus ; et cette 
force ne difiere pas de la force centripète due au mouve- 
ment circulaire uniforme du sommet autour de AB5 de 
sorte que sa direction, qui est comprise dans le plan 
osculateur, coupe celte droite. Donc le deuxième élément 
de la courbe, à partir de A, est dans le plan du premier 
et de A6 ; le troisième dans le plan du deuxième et de AB ; 
et ainsi de suite. Ainsi , la figure AMB est plane, en ad- 
mettant qu'elle existe. 

Si l'on désigne par T la tension du fil au point (x, j), 
par 5.1a longueur de la partie qui est entre ce point et 
l'extrémité A , enfin par &) la vitesse angulaire constante 
de tous les points autour de AB -, et si l'on prend pour 
axe des x la droite AB, et pour axe des j- la perpendicu- 
laire élevée en A à cette droite dans le plan mobile AMB 5 
les composantes, suivant les axes de la force qu'il suffi- 
rait d'appliquer k(x^ y) pour pouvoir considérer ce point 

comme libre , sont représentées par D, . T ^ ? D, . T -~ 9 

et celles delà force centripète par o, — a)*j^. Si la courbe 
AMB existait, on aurait donc, d'après ce qui précède, 
les deux équations 

dx df 

et, réciproquement, le théorème énoncé sera démontré 
si l'on peut avoir une courbe qui satisfasse à l'équation 
déduite de celles-ci par Véliraînation de T, et qui passe 
en A, B. 
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Si les trois points Â, B et C se confondent, on obtient 
le théorème énoncé tome XI, page 292. 

J'indiquerai encore les deux théorèmes suivants : 

Théorème U. Si une conique variable est assujettie 
â rester tangente à deux droites fixes A et B^ le lieu des 
pôles d'une droite D passant par le point de rencontre 
de A et de Bpar rapport à cette conique variable, est une 
droite lA, passant par ce même point de rencontre. Les 
quatre droites D, A, H, B forment un faisceau harmo- 
nique. 

Théorème III. Si trois coniques sont inscrites dans 
un même angle, et que, par un point pris dans leur 
plan, on leur mène six tangentes, les deux tangentes 
menées à une même conique couperont la polaire du 
sommet de l'angle, relativ^ement à cette conique, en deux 
points ^ et si Von joint au sommet de V angle les six 
points de rencontre ainsi obtenus, on aura un faisceau 
en ini^olution. 

2. Coniques biconfocales , Une conique ayant deux 
foyers fixes peut être considérée comme tangente à quatre 
droites fixes 5 les théorèmes relatifs aux coniques biconfo- 
cales peuvent donc être étendus aux coniques inscrites 
dans un même quadrilatère. Je citerai quelques exemples 
de cette transformation. 

Soient trois coniques biconfocales 5 par un point exté- 
rieur menons-leur six tangentes. Ces tangentes auront 
deux à deux la même bissectrice 5 donc elles formeront un 
faisceau en învolutîon. En généralisant par homographie, 
on obtiendra la proposition suivante, corrélative d'un 
théorème de M. Sturm : 

Si trois coniques sont inscrites dans un même quadri- 
latère , et que , par un point pris dans leur plan , on leur 
mène six tangentes, ces six tangentes formeront un fais- 
ceau en inv^olution. 
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Le problème suivant : Construire une conique inscrite 
dans un quadrilatère et passant par un point donné Â> 
a en générai deux solutions. 

Si au point A on mène les deux tangentes aux deux co- 
niques satisfaisant à la question , et qu'on joigne ce point 
à deux sommets opposés du quadrilatère, on obtiendra un 
faisceau harmonique. 

3. Considérons n coniques situées dans un même plan, 
les 4 '^ foyers de ces coniques seront 4 ^ sommets de n 
quadrilatères respectivement circonscrits à ces courbes, 
et les côtés opposés de ces quadrilatères convergeront tous 
vers deux mêmes points P et Q situés sur la droite de 

l'infini {")■ 

Obsen^ation. Chaque côté renferme un foyer réel et un 

foyer imaginaire. 

Il suit de là que : 

Si Von transforme homo graphiquement n coniques 
situées dans un même plan, aux foyers de ces coniques 
correspondront les sommets de n quadrilatères respecti- 
%^ement circonscrits à ces coniques transformées, et les 
côtés opposés de ce ^quadrilatères se couperont en deux 
mêmes points V et Q situés sur la droite, répondant 
homo graphiquement à celle de V infini. 

Inversement , cette remarque peut servir à résoudre ce 
problème : 

Deux points A e« B étant pris dans le plan d'une co- 
nique, transformer la figure homo graphiquement, en 
sorte que les points correspondant à A etB soient des 
foyers de la conique transformée. 

On peut remarquer, de plus , que si un cercle se trouve 
dans le plan des coniques données , il se transforme sui- 
vant une conique passant par les deux points fixes P et Q. 



(*) Expression employée par M. Poncelcl. 
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Comme application de ce principe, considérons trois 
coniques inscrites dans un même angle; si nous joignons 
le sommet de cet angle aux douze foyers de ces coniques , 
nous obtiendrons ainsi six couples de droites ayant une 
bissectrice commune ; donc trois quelconques d'entre elles 
forment un faisceau en involution . 

On tire de là le théorème suivant : 

Théorème IV. Si trois coniques sont insentes dans 
un même angle A , et que par deux points extérieurs P 
et Q on leur mène des tangentes y les tangentes menées 
de ces deux points à une même conique formeront un 
quadrilatère donnant deux couples de sommets opposés^ 
et nous aurons^ en considérant les trois coniques ^ six 
couples de sommets ^ en joignant trois quelconques de 
ces couples au sommet A , on obtiendra un faisceau en 
ini^olution. 

II. 

Les deux droites représentées par les équations 

et 

(r — P) ~ V/~ (x — a) r= o, 

que nous avons considérées dans l'étude des foyers des 
coniques (t. XI, p. 290), jouissent d'une propriété très- 
remarquable , contenue dans la proposition suivante : 

Si un angle constant tourne autour du point (a , (3) , 
ses côtés et les droites représentées par les équations 

(r— p)-h v/^C-^ — «) = o, 

(r— P)- ^'^{x~-a)= o, 

forment dans chaque position de V angle mobile un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique est constant. Si 
l'angle mobile est droit ^ le faisceau est harmonique. 
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Les conséquences de ce principe sont nombreuses. Con- 
sidérons un angle constant tournant autour du foyer d'une 
conique, les cordes interceptées dans la conique envelop- 
pent deux coniques con focales et doublement tangentes à 
la première. 

On tire de cette proposition le théorème suivant : 

Théorème V. Si un angle O est circonscrit à une 
conique, et quun angle variable tourne autour du 
point O de manière que ses côtés fassent dans chacune 
de ses positions, ai^ec les côtés de Vangle fixe, un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique soit constant, les 
cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
r angle variable enveloppent deux coniques inscrites 
dans V angle O et doublement tangentes à la première. 
(Chasles, Géométrie supérieure , page 448.) 

Je citerai encore les théorèmes suivants : 

Théorème VI. Si un angle variable tourne autour 
d'un point fixe O pris dans le plan d'une conique, en 
sorte que ses côtés fassent constamment, avec deux 
droites passant par ce point, un faisceau harmonique , 
les cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
l 'angle variable enveloppent deux coniques. 

Si le point O est sur la conique, la corde interceptée 
passe par un point fixe. 

Théorème VII. Si un angle variable tourne autour 
d'un point pris sur une conique , en sorte que ses côtés 
fassent constamment, avec deux droites passant par ce 
point , un faisceau dont le rapport anharmonique soit 
constant, la corde interceptée dans la conique par 
l'angle variable enveloppe une autre conique double- 
ment tangente à la première au point O. (Chasles, 
G éom étrie supérieure , page 43 o ) ( * ) . 

(*) Ces théorèmes m'ont été communiqués avant la publication de la 
Géométrie supérieure. 
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Comme application de ce principe, considérons trois 
coniques inscrites dans un même angle; si nous joignons 
le sommet de cet angle aux douze foyers de ces coniques , 
nous obtiendrons ainsi six couples de droites ayant une 
bissectrice commune ; donc trois quelconques d'entre elles 
forment un faisceau en involution. 
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un même angle A , et que par deux points extérieurs P 
et Q on leur mène des tangentes y les tangentes menées 
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quadrilatère donnant deux couples de sommets opposés^ 
et nous aurons, en considérant les trois coniques , six 
couples de sommets ^ en joignant trois quelconques de 
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Les deux droites représentées par les équations 

et 

(r — P) ~ V/~ (j: — a) r= o, 

que nous avons considérées dans l'étude des foyers des 
coniques (t. XI, p. 290), jouissent d'une propriété très- 
remarquable , contenue dans la proposition suivante : 

Si un angle constant tourne autour du point (a , (3) , 
ses côtés et les droites représentées par les équations 

(r~P)H- v/~(^~-«) = o, 
(r— P)— v^— ï (•^ — «)= o, 

forment dans chaque position de V angle mobile un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique est constant. Si 
l'angle mobile est droit , le faisceau est harmonique. 
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Les conséquences de ce principe sont nombreuses. Con- 
sidérons un angle constant tournant autour du foyer d'une 
conique, les cordes interceptées dans la conique envelop- 
pent deux coniques confocales et doublement tangentes à 
la première. 

On tire de cette proposition le théorème suivant : 

Théorème V. Si un angle O est circonscrit à une 
conique y et qu'un angle variable tourne autour du 
point O de nianière que ses côtés fassent dans chacune 
de ses positions, ai^ec les côtés de V angle fixe, un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique soit constant, les 
cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
r angle variable enveloppent deux coniques inscrites 
dans r angle O et doublement tangentes à la première. 
(Chasles, Géométrie supérieure , page 448.) 

Je citerai encore les théorèmes suivants : 

Théorème VI. Si un angle variable tourne autour 
d'un point fixe O pris dans le plan d'une conique, en 
sorte que ses côtés fassent constamment, auec deux 
droites passant par ce point, un faisceau harmonique , 
les cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
l 'angle variable enveloppent deux coniques. 

Si le point O est sur la conique, la corde interceptée 
passe par un point fixe. 

Théorème VII. Si un angle variable tourne autour 
d'un point pris sur une conique , en sorte que ses côtés 
fassent constamment, avec deux droites passant par ce 
point , un faisceau dont le rapport anharmonique soit 
constant, la corde interceptée dans la conique par 
l'angle variable enveloppe une autre conique double- 
ment tangente à la première au point O. (Chasles, 
Géométrie supérieure, page 43o) (*)• 

(*) Ces théorèmes m'ont été communiqués avant la publication de la 
Géométrie supérieure. 
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Dans ce qui précède , nous sommes partis d'un théorème 
particulier pour nous élever au théorème général ; mais il 
arrive souvent que ce dernier est plus simple et plus fa- 
cile à démontrer; alors on peut en tirer le théorème 
particulier. 

On verra un exemple de cette méthode dans ce qui va 
suivre. 

IIL 

Définition. Soit un point «, j3 pris dans le plan d'une 
conique , ies droites représentées par 

(r-W+ v/^(-^ — «) = o, (j — p)-V'~r(x — a) = o 

couperont la conique en quatre points donnant deux 
cordes réelles. Quoique les théorèmes suivants s'appli- 
quent aussi aux cordes imaginaires, nous ne considére- 
rons que les premières; pour abréger, je les nommerai 
les droites directrices du point a, (3. Soient X=o et 
Y = o les équations de ces deux droites, l'équation de la 
conique pourra se mettre sous la forme 

donc : 

Théorème VIII. Le carré de la distance d'un point 
de la conique à un point fixe a, j3 est au produit des dis- 
tances de ce même point aux deux droites directrices cor- 
respondanteSj dans un rapport constant. 

Remarque, Si le point F coïncide avec l'un des foyers 
de la conique , les deux droites directrices se confondent 
toutes deux avec la directrice correspondante. 

Si la conique Cat un cercle, une des droites directrices 
est toujours à l'infini. 

Considérons une conique dans un plan, et soient A, 
A', B, B' quatre points pris arbitrairement sur cette co- 
nique 5 menons la droite AA'et joignons un point quel- 
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conque de la conique aux quatre points A, A', B, B'; nous 
obtiendrons ainsi quatre droites coupant la corde A A' aux 
quatre points A, A', i, b\ et si nous joignons ces quatre 
points à un point fixe O pris dans le plan , les quatre 
droites AO, A'O, iO, b'O forment un faisceau dont le 
rapport anharmonîque sera constant. 

Maintenant, si nous transformons. homographiquement 
cette figure , en sorte que les deux droites O A et OA' se 
projettent suivant les droites dont les équations sont 

a et /3 étant les coordonnées du point correspondant au 
point O5 on obtiendra le théorème suivant : 

TeéoRÈME IX. Soient F un point fixe pris dans le 
plan d'une conique, A et A! deux points pris sur cette 
conique^ un angle dont les côtés passent constamment 
par les points Ket A!^ et dont le sommet se meut sur la 
conique, intercepte sur une des droites directrices cor- 
respondant au point F un segment vu de ce point sous 
un angle constant. 

Remarque, Ce théorème a encore lieu quand le point F 
coïncide avec l'un des foyers de la conique 5 je ferai re- 
marquer que , dans ce cas , l'angle constant est la moitié 
de l'angle AF A'. 

Si les points A , A' et le pôle de la droite directrice que 
Ton considère sont en ligne droite . Tangle constant est 
droit. 

Parmi les applications que l'on peut faire du théorème 
précédent, je citerai la W vante : 

Trois segments étant donnés sur une droite, déter- 
miner le point du plan d'où ces trois segments sont vus 
sous le même angle. 

Ce problème peut se résoudre au moyen de la règle et 
du compas. 
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4. Problème. Un système cV angles A, B, C, etc., 
situés dans un plan, étant liés par une équation quel- 
conque F (A, B, C,...) = o, trouuer la relation qui lie les 
angles correspondants A! ^ B', C, etc., quand on trans- 
fortne la figure homo graphiquement. 

Solution, Soient P, Q les deux points correspondant, 
sur la seconde figure , aux deux points qui , dans la pre- 
mière figure, sont situés respectivement sur la droite de 
l'infini et sur les deux droites y = xij y = — xi. 

Les deux côtés de l'angle A' dans la seconde figure et 
les droites A' P, A' Q formeront un faisceau dont nous dé- 
signerons le rapport anharmonique par a ; désignons de 
même par è, c, ^/, etc., les rapports correspondant aux 
autres angles, la relation cherchée est 
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/ log a log b iog c \ 



la caractéristique log désignant des logarithmes népé- 
riens. 

]V. B, M. Chasles, dans sa Géométrie supérieure, 
page 446 , § 623, ne donne la solution de ce problème que 
quand les angles A, B, C, etc., ont même sommet ou 
quand ils sont égaux. 

On pourrait se proposer la même question pour un sys- 
tème d'angles situés d'une manière quelconque dans l'es- 
pace; mais la question est alors plus complexe et de- 
mande quelques développements que nous ne pouvons 
donner ici. 

Remarque. Il suit de là que toute relation entre des 
angles est projective; pour ne donner qu'un exemple, 
nous prendrons ce théorème élémentaire : 

La somme des angles d'un polygone plan est un mul- 
tiple de deux droits. 

Si on le transforme homographiquement au moyen du 
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problème précédent, on trouvera le théorème de Carnot 
relatif aux segments qu'une transversale intercepte sur 
les côtés d'un polygone. 

Je ne m'arrêterai pas sur les conséquences que Ton en 
peut tirer pour les polygones inscrits ou circonscrits aux 
coniques , et notamment aux théorèmes que M. Poncelet 
a donnés à ce sujet dans ses Propriétés projectiles. 

Nous donnerons prochainement les démonstrations de 
ces diverses propositions et du théorème suivant : 

5. Théorème X. (Nous Appelons ici foyers d'une sur- 
face de révolution du second ordre les deux foyers com- 
muns à toutes les sections faites suivant l'axe.) — Le lieu 
des foyers des surfaces de révolution circonscrites à une 
surface du second ordre est un système de trois coniques 
situées dans les trois plans principaux de la surface (*) . 

On déduit comme corollaire le théorème de M. Steiner 
sur les sommets des cônes de révolution circonscrits à 
un ellipsoïde. 

6. Théorème XL Soit un cône circonscrit à une sur» 
face du second ordre ^ tout plan cyclique du cône cou- 
pera la surface suivant une conique dont le sommet du 
cône sera un foyer. 

Nous joignons ici un exemple pour éclaircir la for- 
mule (i) (p. 64). 

7. Soient un cercle et deux points A et B pris arbitrai- 
rement sur ce cercle , M un point quelconque de la cir- 
conférence , et O son centre , on aura . 

2.AMB = AOB. 

Si nous transformons la figure homographiquement, le 
cercle se projettera suivant une conique, le point O se pro- 
jette en O', et , comme il est facile de le voir, les points P 

(*) Ce sont les courbes polaires de M. Chaslcs. ^^ 

Ann, de Mathénmt. , l. XII, (Février i853.) 5 
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€t Q seront les points de contact des tangentes menées à 
cette conique par le point C 5 A et B se projetteront en A' 
et B'. Cela posé, joignons les points A' et B' au point (Vf et 
appelons aie rapport anharmonique du faisceau CP, D'A', 
CF, (yQ (en regardant les droites OP et OQ comme 
conjuguées). 

Joignons les quatre points A', B', P, Q à un point quel- 
conque M de la conique, et appelons b le rapport anhar- 
monique du faisceau MA', MP, MB', MQ (en regardant 
les droites MP et MQ comme conjuguées) -, d'après la for- 
mule (i), nous devons avoir 



/ 1o^^ \_ log<i 



OU 



2 log b = log a , 
et en passant des logarithmes aux nombres, 

d'où le théorème suivant : 

Si quatre points conjugués deux à deux sont sur une 
conique, le rapport anharmonique du faisceau siUv^ant 
lequel ces points sont vus du pôle de la droite qui joint 
deux points conjugués est égal au carré du rapport an- 
harmonique du faisceau suis^ant lequel ces quatre points 
sont vus d'un point quelconque de la conique. 



NOTES RECTIFICATIVES SUR LE THÉORÈME DE M. STAUDT, 
ET SUR LE THÉORiME DE GUDERNANN. EXERCICE DE CALCUL. 



1. Staudt, tome XI, page 299. Le lemme § I (21) s'ap- 
plique à un quadrilatère quelconque, et la formule est 

(AD)' -h (BC)'— (AC)>~(BD)^ 



• ( 67 ) 
On a mis, par erreur typographique , AB au lieu de AD. 

Au § X on lit : La comparaison de toutes les faces 
deux à deux donne cinquante-quatre termes analogues . 
Il faut lire quatre^ngt-seize termes, car 3.4.4 = 48. 
On dit avec justesse au § XII que, dans le cas général, le 
nombre des termes positifs , ainsi que le nombre de termes 
négatifs, est 3m/i, et pour deux tétraèdres, 7?2 = /i = 4. 

Nous devons cette correction à l'obligeance de M. Cor- 
nélius Keogh, savant Irlandais habitant Bordeaux. 

2. GuDERMÂNN, tome XI, page4io. Après la formule 



V 1-1 



,0g ^/ ;_'-i??if , 

^ ^' - tangj: 



il faut ajouter que tangx étant moindre que l'unité, on 
peut faire tang j: == sin z , et alors 



/i 4- sinz 

X = log i / :- 

*^ y I — sir 



smz 



C'est ce que M. Gudermann note par ^ {z)] et, dès lors, 

., « , a b c a b c 

il taut changer partout -^ -f - en j^yj y 

Cette observation est de M". Lebesgue, ainsi que la 
suivante. 

3. Exercice de calcul ^ tome XI, page 448. Les deux 
équations 

ax^-h bjr^-\- «M- tidjrz -f- ^exz -h 2/rj = i , 

représentent la même surface rapportée à deux systèmes 
d*axes rectangulaires. En prenant pour chacune l'équa- 
tion aux axes principaux , comme les deux surfaces sont 
les mêmes, on a immédiatement les trois relations 
demandées. 
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THÉORÈME SUR LE MOIIVENENT Vm TRIANfilE DANS IIN 
PU»; 

Par m. SERRET (Paul), 

Professeur. 



Théorème. Soient a, i, c les trois côtés d'un triangle 
ABC qui se meut d'une manière quelconque dans son 
plan y mais sans varien de forme ni de grandeur^ à une 
époque quelconque du moui^ement^ soient f (a) ^ f(b)^ f(e) 
les rayons de courbure des courbes env^eloppées par les 
trois côtés a, fe, c, respectii^ement aux points oit ces côtés 
les touchent actuellement^ on aura la relation 

a. /(a) -t-^./ô) ■+- c./(c) = constante = 28, 
S désignant la surjace du triangle. 



Lemme. Si les deux premiers côtés AB, AC d'un 
triangle donné sont constamment tangents respective- 
ment à deux cercles donnés dont les centres sont c , & , le 
troisième côté BC enveloppera un troisième cercle ayant 
son centre en o. (Bobilier.) 

Soient , en effet , |S , y les points actuels de contact des 
côtés AC, AB sur leurs cercles respectifs, et soit o l'inter- 
section des deux rayons i|3 , cy, perpendiculaires aux cô- 
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tés AC , AB -, le point o sera , d'après un théorème connu , 
le centre instantané de rotation pour la position actuelle 
de la figure^ et si l'on abaisse oa perpendiculaire sur C6, 
le point a sera le point où BC touche son enveloppe. Pour 
démontrer que cette enveloppe est un cercle , il me suiBra 
de prouver que la normale o a va passer par un point fixe , 
et c'est ce qu'il est facile de voir; car, sur la ligne fixe ic, 
décrivons un segment capable de Fangle iSo*' — A , et soit 
a le point où la droite oa va couper cette circonférence, 
qui demeure invariable dans le mouvement du triangle; 
nous aurons 

angleCoa=:B, booLz=iQ, 

Donc le point a divise Tare de cçrcle constant cab dans 
un rapport constant ; donc le point a est fixe. 

Par conséquent , toutes les normales à la courbe enve- 
loppe du côté libre BC vont concourir en un point fixe a ; 
donc celte courbe enveloppe est un cercle ayant le point 
a pour centre. 

Remarque. Bobilier arrive à la même conclusion au- 
trement et d'une manière très-élégante [voyez sa Géo-- 
métrie, page 297), en prouvant que la distance aa reste 
constante ; mais il ne va pas plus loin , et ne cherche pas 
la relation qui peut exister entre les trois rayons. 

Cherchons maintenant une relation entre a y b y c et 

Pour cela, l'aire du triangle ABC étant la diflférence 
entre la somme des aires des triangles o AC , o AB , et celle 
du triangle o BC , on a 

(1) ^.opH-c.oy — a.oa=2S. 

En outre, le quadrilatère inscrit ocab nous donne, en 
vertu du théorème de Ptolémée , 

(2) ob . ne -{- oc . ab — oa,bc=zo. 
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Mais , le triangle abc étant semblable au triangle ABC à 
cause de Tégalité des angles , on peut remplacer dans (2) 
les lignes ac , ai , bc par leurs proportionnelles AC , AB , 
BC , ou 6 , c , a -, donc on aura , à la place de ( 2 ), 

(2') b.ob -i- c.oc — a.oazrzo. 

Ajoutant (i) et (2') membre à membre, il vient 

b,b^ -h c.cy — a,aoi = 2S; 
ou bien , en prenant convenablement les signes , 

«./(a)-+-^'./(6) + ^./(c) = 2S. C. Q. F. D. (*) 



SOLUTION DES QUESTIONS 258 ET 259 

(TOir t. XI, p. 358); 

Par m. GARLIN, 

Ancien élève de l'École Normale, professeur au lycée de Lyon. 



1 . Étant données deux surfaces du second ordre , con- 
centriques et de mêmes axes, qui s'entrecoupent, trouver 
Taire du cône ayant le centre pour sommet et la courbe 
de l'intersection pour base. 

2. Exprimer, par des intégrales abélieiines, la longueur 
d'un arc de la courbe de l'intersection. (Strebor.) 

Soient 

(') 
(2) 



(*) Le théorème subsiste pour un polygone plan quelconque, en con-^ 
sidérant chaque côté comme représentant une force, en grandeur et en 
direction , et appliquant le théorème des moments. Tm. 
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lea équations de» deux surfaces. Si on les retranche Tune 
de Tautre , on obtient 



(3) 



équation d'un cône ayant pour sommet le centre commun 
des deux surfaces , et pour base la courbe de leur inter- 
section. Pour rectifier cette dernière courbe et pour ob- 
tenir l'aire du cône, nous prendrons pour variable la 
longueur u de la génératrice de ce cône , en sorte que 

(4) «» = ar^-f-j» + 3'. 

Nous supposerons que les deux surfaces soient des el- 
lipsoïdes, rien n'étant plus aisé que de voir les modifica- 
tions à introduire quand une de ces surfaces ou toutes les 
deux deviennent des hyperboloides. 

Si entre les équations (i) et (2) on élimine successive- 
ment j:', y^ et >z', on trouve, pour les projections de la 
base du cône sur les plans coordonnés, 

(5) ^' b^h- -^^ c'c" =="'-""' 

b'a"—a'b" b'i/^—c'b" . ,„ 

(^) "'— IM^— +' ce" =^'-^"' 

(7) '' a'a" ^^' —bW^ = ''- '■ 

On peut remarquer que ces équations représentent des 
cylindres dont les génératrices sont parallèles aux axes 
coordonnés. Par conséquent, les questions proposées re- 
viennent à trouver la longueur de l'arc de courbe résul- 
tant de l'intersection de ces cylindres , et l'aire du cône 
ayant cette courbe pour base et l'origine des coordonnées 
pour sommet. 

Les coordonnées des points d'intersection de la base du 
cône avec les plans coordonnés sont données par les équa- 
tions suivantes : 
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Pour que les valeurs (8) soient réelles , il faut et il 

suffit qu'on ait 

c^c' et tf'>ûr; 
car alors on a 

ca' ]> ac'y ■ 

et, par conséquent, le dénominateur est toujours positif. 

D'après ces deux inégalités, la réalité des valeurs (9) 
n'entraîne que la nouvelle condition b' ^b. 

Dès lors, il est facile de voir que les valeurs (10) sont 
toujours imaginaires. En effet, d'après les conditions ci- 
dessus , on peut avoir indifféremment 

ba'^ab' ou ba'<Cab'. 

Or, si ba' ^ ab\ comm^ b <^ b\ la valeur de x est 
imaginaire. Si, au contraire, ba' <^ab\ comme fl'^rt, 
c'est y qui est imaginaire. Donc, pour que les deux sur- 
faces du second ordre se rencontrent, il faut et il suffit 
que leurs axes satisfassent aux inégalités 
/z<^', /'<y, c>c'. 
D'après la discussion précédente , ou reconnaît que la 
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base du cône est symétrique par rapport aux deux plans 
principaux passant par l'axe des z \ cette courbe à double 
courbure a quatre sommets qui sont les points où elle ren- 
contre les plans XZ et YZ. Cette courbe se compose ainsi 
de quatre branches identiques, et, par conséquent, pour 
les questions que nous avons à résoudre , il suffit de con- 
sidérer une de ces quatre branches et de quadrupler en- 
suite. 

ïln cherchant par la méthode ordinaire le maximum et 
le minimum de la valeur de u dounée par T équation (4)) 
en se rappelant que les variables a:, y, z sont liées par les 
équations (i) et (2), on trouve que les valeurs maxima et 
minima correspondent aux rayons vecteurs des deux som- 
mets d'une de ces branches. Ces valeurs, commodes à 
calculer, sont précisément les limites des intégrales que 
nous allons chercher maintenant. 

Occupons-nous d'abord de la rectification de la base du 
cône. Les équations (1), (2) et (4) donnent les valeurs 
suivantes de a:', y*, z^ en fonction de m, 

Atf'-+-B 

Ctf'-4-D 

(II) \f^—^—. 

et on a les relations 

(12) ( Crrr^^'^'^t^'c''— c'a"), 
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Alors les cylindres (5) et (6) se réduisent aux plans 



(i5) z = ±cc' J f. '''\^ , 

V a^c'^ — c'a" 

parallèles à XY ; le radical du second membre est réel , 
d'après les conditions établies entre les axes des deux sur- 
faces. Ainsi la courbe d'intersection est ui^ des parallèles 
donnés par l'équation (i5) ; le rayon de ces cercles est 

valeur réelle. La question est donc ramenée dans ce cas à 
trouver la longueur de la circonférence d'un cercle de 
rayon connu, ce qu'on sait faire. D'ailleurs, le cône con- 
sidéré étant de révolution , la génératrice u est constante, 
et, par conséquent, on ne peut pas la prendre pour va- 
riable, comme nous l'avons fait dans le cas général. La 
formule (i3) est eflectivement illusoire. 

L'aire conique est facile à calculer d'après ce qui pré- 
cède. En effet, en représentant par da l'aire du triangle 
infinitésimal formé par deux génératrices consécutives et 
par l'élément de la base du cône , on a 

w sin 
dfj = as, 5 

B étant l'angle du rayon vecteur u avec la tangente à la 
base du cône. Or 



X dx -^ Y dr -\- zdz du 

CCS e = ^ z=—', 

uds ds 



donc 



/ du" I s 

sm Ô = \/ I 7-=^ -T \ds^ — du'; 

V ds^ ds ^ 
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DIVISION PRATIQUE DE U GIRGONFËRBNGE EN PARTIES 
ÉGALES; 

Par m. HOUSEL, 

Professeur. 



On trouve, dans le Traité de la construction et des 
principaux usages des instruments de mathématiques, 
parBiON, page 22 [4*édit.5 Paris, i752(*)], la règle pra- 
tique suivante pour diviser une circonférence en un nom- 
bre n de parties égales : Divisez le diamètre ÂB en autant 
de parties égales qu'on veut en avoir sur la circonférence; 
des points A et B comme centres, et avec AB comme rayon , 
décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en C , puis 
joignez le point C à la seconde dii^ision du diamètre , 
cette ligne prolongée ira couper la circonférence en D, 
f t BD sera la portion demandée de la circonférence. 




-Dans la figure, on a pris w = 8. 
Mais il est important de savoir quelle approximation 
donne ce procédé, et c'est ce que nous allons chercher. 
Posons 

AMC = a, ACM = 6 ft D0B = 7. 



( * ) Beaucoup de ces instruments ont été changés et très-perfectionnés , 
d^autres ne sont plus en usage. Un nouTel ouvrage de ce genre serait une 
excellente acquisition pour les mathématiques appliquées M. Schneitler 
a publié un tel ouvrage à Leipsig ; la 2* édition est de i852. Tm. 
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Dans le triangle MCA , on a la proportion 

sin a : sin 6 : : 2R : 2R — 2 . — : : I : I — ? 

n n 

car 

ACc=2R= AB, 

et d'ailleurs 

6 = I20 — a. 

Ensuite, comme DMO= i8o — a, le triangle DMO 
donne 

X « « 2R 4 

sin û : sm (a — 7) : : R : R — 2 — :t i : 1 — -• 



On a donc 



sin a :sm(i20 — a) :: i : i — , 



et 

4 



sin a : sin (a — 7) :: 1 : 1 



n 



En divisant chaque équation par sin a. On a d'abord 

2 



Or 



I : sin 1 20 cet a — cos 1 20 : : 1 : 1 — 

n 



v/3 1 

sm 1 20 = -^— et cos 1 20 = : 

2 2' 



donc 

^ . cot a -4- 1 n — 2 



et 



1^ un — 4 /2 — 4 « — 4 

V3 col a = 3 _ , — 1 , cet a = rj • 

'^ '^ Aiv/3 
Ensuite 



4 
i : cos 7 — sm 7 cot a : : I : I — -, 

n 



ce qui donne 



C0S7 — 
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siny{n — 4) ^ — 4 

71 V^ ^ 



Soit cosy = jc; on a 

__ :3r y. x^ » 



(;i-4)n 2^(/i~4) , 2(/i^4)^ _^ 



d'où 



a:' [3/?' -f- (/î — 4)'] — 6/2 (« — 4) j: 4- 2 (/î — 4)' = o , 
et enfin 



j:=:(/i-4). 



3/î -4- \//î*4- 16 (/i — 2) 



3«^4-(/ï— 4)» 

On rejette le signe — qui donnerait des cosinus négatifs 
dans les valeurs de n suffisamment petites. 

Il ne reste plus qu'à comparer les valeurs approxima- 
tives aux valeurs exactes : 



Différences. 

















«= 3, 


exact. 











n= 4, 


exact. 








— 5' 48" 


« = 5, 


7 = 71^57' 12" 


an 


lieu 


de 


72«, 





n= 6, 


exact. 








5' 22 


n= 7, 


7:=5l.3l . 5 


au 


lieu de 5i.25'43", 


II. i4 


n= 8, 


7 = 45.11. 14 




id. 




45, 


16.40 


«= 9» 


7 = 40.16.40 




ici. 




40, 


21.24 


/î= 10, 


7 = 36.21.24 




id. 




36, 


25.14 


/2 = II, 


7 = 33. 8.52 




id. 




32.43.38^ 


29.45 


n z= 12, 


7 = 30.29.45 




id. 




3o, 


31.58 


n ^= i3, 


7 = 28 . 1 2 . 3o 




id. 




27.41 .32, 


32.56 


n= i4, 


7 = 26. î5.48 




id. 




25.42.52 y 


34.30 


/?= i5, 


7 = 24.34.30 




id. 




24, 


35.54 


/2=: i6, 


7 = 23. 5.54 




id. 




22. 3o, 


36.37 


//==i7, 


7 = 21.47.12 




id. 




21 . 10. 35- 



( 8o ) 

Les différences augmentent comme on devait s'y at- 
tendre, mais très-lentement. 

Le calcul a été poussé jusqu'au polygone de dix-sept 
côtés que l'on sait maintenant inscrire exactement; mais 
la construction qui résulterait des calculs de M. Gauss se- 
rait tellement pénible , que cette approximation vaudrait 
encore mieux dans la pratique (*). 



SOLUTION DE LA QUESTION 25 

( ToJr t. 1 , p. 547 ) ; 

Pae m. h. FAURE. 



Théorème L De tous les cônes inscrits dans un seg- 
ment sphérique, celui qui a pour sommet le pôle de 
la base a le plus petit angle solide, La somme de deux 
angles solides des cônes qui ont pour sommets respectifs 
les pôles delà base commune, est égale à 4. (Catalan.) 




'A 

Démonstration, Soit S le sommet du cône; menons 
par ce point et le centre de la sphère un plan perpendi- 
culaire au petit cercle de base^ AB sera le diamètre de ce 
cercle, SA, SB les génératrices minimum et maximum 
du cône. Pour déterminer les pôles D et E du petit cercle, 
abaissons du centre O une perpendiculaire OK sur AB. 

(*) Co problème esl aussi résolu dans la Géométrie de M. Catalan. 
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La droile SD sera Taxe de notre cône^ et si , pour me- 
surer l'angle solide, nous décrivons du point S comme 
centre, avec un rayon quelconque, une sphère, elle cou- 
pera l'axe en F. Menons alors par ce point un plan tan- 
gent à la sphère S-, le cône y déterminera une ellipse 
dont TcUipse sphérique tracée sur la sphère S peut être 
considérée comme la perspective relativement au point S. 
Ces deux surfaces seront évidemment minimum à la fois. 
Si Ton appelle G , H les points où le plan tangent que 
nous avons mené rencontre les génératrices SA , SB de 
notre cône, la trace GH sera l'un des axes de l'ellipse 
plane , l'autre se trouvera projeté en F. Or, le premier 
ayant une longueur constante , la question se trouve ra- 
menée à trouver le minimum du second. Cela est bien 
simple^ car, si l'on suppose aux points C et F deux per- 
pendiculaires au plan de la figure , elles rencontreront la 
génératrice du cône projetée sur SD en des points C et 
F', tels que CC: FF' :: SC:SF; d'où 

ce 

FF--.SF. . 

où FF' est le second axe j mais 

ce = t/AC.CB = s/SCXD; 



donc 



\/i 



Fr=i/^.SF. 



Et l'on voit sous cette forme que le rapport de — sera 

se 
minimum lorsque le point S se confondra avec le point E. 
Quant à la seconde partie de la question , elle n'est pas 
moins évidente : il suffit de se rappeler la définition que 
l'on donne pour la mesure de l'angle solide d'un cône. Or 
on voit facilement qu'en divisant l'aire de l'ellipse sphé- 

Ann. de Malhêmat., t. XII. (Mars i853.) 6 
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ments de géométrie et d'optique suflisaieiU à rastronome. 
Mais, en découvrant les lois véritables du mouvement des 
corps célestes, Kepler sentit lui-même tout d'abord que 
les mathématiques élémentaires n'étaient plus à la hau- 
teur de l'astronomie. Newton vint ensuite achever mira- 
culeusement l'œuvre de Kepler; et, pour cela, quel ar- 
senal de calculs n'emprunta-l-il pas aux mathématiques 
supérieures ? Nul n'en peut douter, après avoir parcouru 
son incomparable ouvrage. Nous y apprenons que les 
planètes tracent des ellipses autour du soleil , et que les 
aires décrites par leurs rayons vecteurs sont proportion- 
nelles aux temps. Donc, pour construire les Tables des 
mouvements des planètes , il faut connaître la quadrature 
de l'ellipse, ce qui n'est certes pas du ressort des mathéma- 
tiques élémentaires. D'autres problèmes , des plus utiles 
et des plus nécessaires , servent à déterminer les orbites 
mêmes des planètes d'après les observations, et ceux-là 
exigent encore plus impérieusement le secours de l'ana- 
lyse supérieure. On pourrait encore moins s'en passer 
dans la recherche des trajectoires des comètes (voir mes 
Mélanges de Berlin, tome VII) (*). D'un autre côté , la 
théorie de la lune , quoique étendue et raffermie par les 
démonstrations aussi solides qu'heureuses de Newton, 
n'a pu cependant être menée à bonne fin. C'est que l'a- 
chèvement de cette théorie exige la solution de problêmes 
de mécanique si nombreux et si difficiles , que l'analyse 
infinitésimale, toute avancée qu'elle paraisse, ne saurait 
y suffire. Enfin, on sait que les observations nécessitent 
des corrections à cause de la réfraction. Or une Table de 
réfraction ne peut être construite à l'aide de l'expérience 
seule -, il faut que la théorie détermine, pour une hauteur 



( * ) Eulerus : Determinatio orhilœ corne tœ ann, 17/12 ohsen'atœ, in Miscell. 
Berol., VII, p. i. 
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quelconque, les effets de la réfraction, et cette théorie est 
obligée d'emprunter à l'analyse supérieure ses calculs les 
plus délicats. Le célèbre Bouguer (*) nous l'apprend 
clairement dans son Mémoire édité à Paris sur ce sujet* 
De tout ce qui précède, on peut conclure d'abord que Tas- 
tronomie a le plus grand besoin de l'analyse infinitési- 
male , et ensuite que l'analyse elle-même est encore loin 
d'être assez avancée pour ses applications à l'astrono- 
mie. 

L'artillerie est mise ordinairement au nombre des 
branches des mathématiques, et c'est à ce titre qu'elle 
rend le plus de services dans l'art de la guerre. Outre 
quelques problèmes de géométrie bien connus, qui ont 
pour but de déduire du diamètre le poids du boulet , et 
réciproquement , on y considère principalement le che- 
min décrit par le projectile que lance le canon ^ et l'on 
conclut les règles suivant lesquelles il faut diriger le ca- 
non , pour que le boulet frappe un lieu donné. Or on sup- 
pose, dans cette recherche, que le projectile décrit une 
parabole, ainsi que Galilée l'a démontré. Mais cela n'est 
pas conforme à la vérité dès que le mouvement n'a pas 
lieu dans le vide. On est done induit grandement en er- 
reur par les règles et les Tables fondées sur cette hypo- 
thèse, leurs auteurs mêmes l'avouent 5 ils rejettent Ter- 
reur sur le compte de la théorie, et s'imaginent qu'elle 
n'a de valeur que lorsque la pratique la corrige. Or l'air 
nous parait être un fluide trop subtil pour produire une 
résistance sensible*, et pourtant, dans les mouvements 
très-rapides, tels que ceux des boulets et des bombes^ la 
résistance de l'air est assez grande pour que le projectile 
décrive une courbe très-différente de la parabole. Pour 
corriger celte erreur notable, pour suppléer à l'emploi 

(*) Essai d'Opiique. Paris, 1729; in-8. 
Ann.de Maihênial.j t. Xll. (Janvier i8J3.) 2 
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inopportun de la parabole, il faut introduire la courbe 
véritable suivant laquelle le projectile se meut dans Faîr. 
Newton paraît avoir fait beaucoup d'efforts pour la dé- 
couvrir, et cependant son extrême habileté dans l'analyse 
supérieure ne lui suffit pas pour résoudre ce problème. Il 
laissa l'honneur de cette découverte au célèbre Jean Ber- 
noulli (*). Nous voyons combien doit être versé dans les 
mathématiques supérieures celui qui veut résoudre des 
questions d'artillerie. Sous d'autres rapports, l'artil- 
lerie était indigne, jusqu'à ce jour, du nom de science, 
tant était grande son ignorance des principes qui la con- 
cernent. Outre le mouvement des projectiles, elle n'avait 
pas encore assez étudié la force et l'action de la poudre, 
et c'est là le pivot de la science. C'est de nos jours seule- 
ment qu'un habile anglais, Robins (**), a trouvé, par une 
suite de profonds raisonnements, la véritable théorie de 
la force de la poudre à canon. Il calcule d'abord la force 
que développe l'inflammation de la poudre, et la vitesse 
qu'elle imprime au boulet 5 puis il détermine le mouve- 
ment même du projectile. Les expériences n'ont pas peu 
contribué, sans doute, à ses résultats; mais , s'il n'avait 
eu à sa disposition l'analyse supérieure, il lui eût été 
impossible (J'imaginer ces expériences, ni d'en rien con- 
clure. 

Deux mots suffiront pour la navigation*, car personne, 
j'imagine, n'osera contester ici l'utilité des mathéma- 
tiques supérieures. Si nous considérons la marche du 
navire porté par l'Océan, nous penserons tout d'abord à 
la courbe loxodromique , dont l'invention ne peut assu- 
rément être attribuée aux mathématiques élémentaires. 
Cette courbe sert à résoudre la plupart des problèmes qui 



{*) De Motu corporum gt'avium pendu lorum et projectilium. 
(**) Rohins : iVew principlcs of gunncry. London, 17/12; in-8. 
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s'offrent à quiconque veut étudier l'art de régler la course 
du navire. La théorie entière de la navigation, théorie 
qui pose les bases de la construction et de la conduite des 
vaisseaux, est tellement ardue, exige une connaissance si 
profonde de la mécanique et de l'hydrostatique, que le 
secours de l'analyse supérieure y est de première néces- 
sité. La détermination de la position que le navire occu*- 
pera dans Peau demande un calcul considérable. Veut-on 
en déduire la forme que doit avoir le navire, et mesurer 
la charge qu'il doit porter pour que l'équilibre soit stable, 
pour que le navire supporte la traction des voiles et ré- 
siste au chavirement ^ c'est alors qu'il faut en venir à des 
calculs de la plus grande profondeur. Veut-on enfin dé- 
couvrir l'art de disposer les voiles et de conduire le na- 
vire à son but, malgré le vent contraire 5 on n'y parvien- 
■dra jamais sans l'aide de l'analyse supérieure. On trouve 
tout cela de la dernière évidence en lisant l'excellent ou- 
vrage de BernouUi (*) sur la manœuvre des vaisseaux. 
J'ai traité la même matière avec plus de développements 
dans deux livres que j'ai publiés sur la science de la navi- 
gation. Ainsi, nul doute ne peut subsister maintenant sur 
ce sujet. 

La physique, cette science qui étudie tous les phéno- 
mènes de la nature, fût-elle dépourvue de toute utilité 
manifeste, que cependant l'él^valion et la grandeur du 
but attacheraient encore à celte science tout homme qui 
aimerait la vérité, et par cela seul , toutes les sciences qui 
donnent à la physique plus d'étendue et de perfection de- 
vraient être à nos yeux d'une importance extrême. Mais 
la physique est la source la plus profonde en résultats 
utiles pour la vie ordinaire. Que dîra-t-on alors des ma- 

( * ) Essai d'une nouvelle théorie de la manœuvre des vaisseaux, 
Bâle, 1714? in-4- 

2. 
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thématiques supérieures, si je prouve que, sans elles, il 
n'y a pas de progrès possible en physique? D'abord la 
plupart des phénomènes que nous savons expliquer ap- 
partiennent aux mathématiques aussi bien qu'à la phy- 
sique : tels sont ceux qui sont expliqués par la mécanique, 
l'hydrostatique, l'aéromélrie, Toptique et Tastronomie. 
Ensuite, dans tous les phénomènes où Ton observe quel- 
que modification de la matière, ne faut-il pas surtout 
avoir égard au mouvement? voir par quoi et de quelle 
façon il est produit ? quelles variations il subit? etc. ; toutes 
études qui exigent des connaissances profondes de la mé- 
canique, et une élude encore plus profonde de l'hydrody- 
namique, dès qu'il y a fluidité. Or toutes les modifications 
de la matière observées dans la nature sont dues au mou- 
vement; il est donc clair que la mécanique, c'est-à-dire 
la science du mouvement , est nécessaire pour expliquer 
même le plus simple changement qui se produit dans l'u- 
nivers. Si Ton envisage de près les phénomènes qui pa- 
raissent les plus simples , si l'on veut les ramener aux 
lois de la mécanique, ils présentent tant de complication, 
qu'il est impossible de les expliquer, même en faisant 
usage de l'analyse supérieure. Ce cas se présente principa- 
lement dans la physiologie, qui étudie les mouvements 
des êtres vivants. Dans son état actuel , cette branche de 
la physique nous offre des phénomènes qu'il est impos- 
sible d'expliquer, et qui exigeraient des notions complètes 
sur les mouvements des solides et des liquides, jointes à 
une connaissance profonde de l'analyse supérieure. Oui 
oserait s'aventurer, sans de pareilles ressources, à des re- 
cherches sur le mouvement imprimé au sang par le cœur, 
et sur la marche du sang dans les artères et dans les veines ? 
Avant d'aborder une telle explication , il faut arriver à la 
solution de problèmes nombreux et difficiles, solution 
pour laquelle l'analyse supérieure est encore impuissante, 
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quelque avancée qu'elle paraisse. Tout cela semblera plus 
clair que le jour, si l'on veut lire les auteurs qui ont es- 
sayé de donner une explication rationnelle des phéno- 
mènes de la physique et de la physiologie. Je me conten- 
terai de citer le livre de Borelli (*) sur le mouvementdes 
êtres vivants. On y voit presque à chaque page combien il 
a besoin de toute la force de Fanalyse pour arriver à son 
but, et souvent, lorsque ce secours lui fait défaut, il s'ar- 
rête découragé, et ne sait où chercher un appui. Borelli 
était pourtant fort instruit dans les mathématiques de 
son temps ^ mais elles n'ont reçu que plus lard les déve- 
loppements nécessaires pour les recherches de ce genre. 

Je crois avoir amplement atteint le but que je m'étais 
proposé, de rendre évidente l'extrême utilité de l'analyse 
supérieure. D'autres arguments, en grand nombre, pour- 
raient confirmer ma démonstration; je pourrais prouver 
que l'analyse donne à l'esprit plus de vigueur et le rtnd 
plus apte à la recherche de la vérité. Mais les ennemis 
des mathématiques trouveraient ici matière à discussion. 
Mes premiers arguments sont irréfutables, et je m'y 
arrête. 



CONCOURS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉE 1843 (**y, 



Par m. dieu. 

Agrégé , docteur es sciences. 



Composition d'analyse. 
Tromper V équation des surfaces y telles que^ si, d'un 
point donné A on abaisse une perpendiculaire sur un 



(*) J.-Alph. Borelli: De Molu animalium. 

( ** ) Nous ne donnerons, de celte année, que la composition d'analyse, 
attendu que celle de mécanique n'était autre chose que l'analyse du pen- 
dule conique. 
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plan tangent, le rectangle Je cette perpendiculaire et 
de la portion de la normale comprise entre le point de 
contact M et un plan P mené par le point A , soit équiy^a-» 
lent au carré de AM. 

Si l'on prend A pour origine des coordonnées rectan- 
gulaires y et le plan P pour celui des xy^x^ y^ z étant les 
coordonnées d'un point quelconque M d'une des surfaces 
deïnandées , 

\la:''hy'-hz\ ±,l^Zll^JL et ±:zv/i -+-;?'+ 7' 

représentent respectivement AM, la dislance de A au 
plan tangent en M, et la portion de la normale en M , qui 
est définie dans l'énoncé ; mais il faut prendre, devant les 
deux dernières expressions , le signe pour lequel elles sont 
positives. 

Les surfaces cherchées sont donc celles qui satisfont^ 
soit à l'équation 

x^ -f-r ' -^ 2' = « (« — px—- qy) , 

(0 

dz dz 

dx dy 

soit à l'équation 

(,) : °" 

dz dz ^ ^ ^ 

zx -r- -f- rz — x^ — r ' — 2 z' = o. 

dx '^ dy 

Par la méthode de M. Jacobi, l'intégrale de l'équa- 
tion (i) se déduit de celles des équations simultanées 

dx dy dz 

zx xy jt"' H-j2 
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qui sont 

X 

et cette intégrale est 

(3) ^. + ^^4.^^=,^^^^, 

(p désignant une fonction arbitraire. 
On obtient de même l'équation 

(4) x^^{x^-^y'^z'),^U\, 

dans laquelle ^ désigne encore une fonction arbitraire, - 
pour l'intégrale de Téquation (a). 

Les surfaces comprises dans les équations (3) et (4) 
présentent deux caractères communs : 

1°. Elles ont y pour centre, le point A ^ car ces équa- 
tions ne changent pas quand on remplace x, j, z par 

2*^. Le plan P ou xy est un plan diamétral princi- 
pal ; car ces équations donnent deux valeurs de z égales , 
et de signes contraires pour chaque système de valeurs 
de X, jr. 

Si Von coupe les surfaces comprises dans Véqua-- 
tion (3) par des plans conduits suivant h z^ on a tou- 
jours un cercle dont le centre est A. En effet, pour avoir 
l'équation d'une de ces sections par rapport à Az et à la 
trace kx' de son plan sur xy^ il suflSt de faire dans l'équa- 
tion 

x-=: x' cos , jr z=z X* sin 6 

(0 désignant l'angle x' kx compté de Ax vers ky)\ ce 

qui donne 

jc" + 2*=r7(tange), 

équation qui représenle^une circonférence , si 

<p(tang0)>o; 
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l'origine A seidenaLeni, si 

y(tang0) = o, 
et qui ne représente rien , si 

^(tangÔ)<o. 

Enfin, on voit facilement que l'origine est un point 
isolé des surfaces comprises dans Féquation (4). 



EXPOSITION ANALYTIQUE DES POINTS EN INYOLUTION ET 
DES RAPPORTS COMPOSÉS SEGMENTAIRES. 



I. Inx^olution, 

1. Définition, Si l'on porte sur une droite, à partir 
d'un point fixe pris pour origine, des longueurs propor- 
tionnelles aux racines d'une équation algébrique de de- 
gré m, ayant égard à leurs signes, les points ainsi déter- 
minés son t di ts /7 oin ts-racin es . 

Observation. Aux racines égales correspondent des 
points conjugués multiples-, aux racines imaginaires, des 
points imaginaires qui donnent des résultats réels, lors- 
que les racines sont coinbine'es symétriquement 5 résultais 
dont il faut tenir compte quand il s'agit de ce genre de 
combinaisons. 

2. Définition, Soit 

^aiOf^-^a^af'-' -h. . .-+-««,4-1 = o 

une équation algébrique donnant lieu à un système de 
n points-racines ; prenons une distance quelconque /, qui 
détermine un point que nous désignons par C *, le produit 
des distances du point C aux m points- racines est évidcm- 
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ment égal à 

ee produit est la puissance du point C relativement au 
système des m points-racines. Le point C peut se nommer 
point-potentiel. 

Observation, La puissance de l'origine est ( — i)*" -^^» 

3. Définition. Si plusieurs systèmes de points-racines , 
placés sur la même droite, ont la même puissance par 
rapport au même point-potentiel C , ces systèmes équiva- 
lents sont dits en inv^olution , et le point-potentiel porte 
le nom de centre d*ini^olution , ou simplement de point 
central. 

4. Théorème. Étant donné un système de n équa- 
tions algébriques 

(i) P + Q. = o, P4-Q,= o,..., P-+-Q«=ro, 

P, Q , Qa 5 . . . , Q„ sont des fonctions algébriques en- 
tières de X, Si les n — i équations 

(2) Q. — Q, = ô, Q, -Q3 = o,..., Q, — Q„ = o, 

ont des racines communes , les n systèmes de points- 
racines donnés par les équations (i) sont en inuolution, 
par rapport à chaque point déterminé par une des ra- 
cines communes au système (2). 

Démonstration. Soit r une des racines communes au 
système ( 2) -, cette valeur étant mise à la place de x dans 
chacune des équations du système (i) donne des résultats 
égaux , car la différence entre deux quelconques de ces 
résultats est nulle-, mais chacun de ces résultats est la 
puissance du point déterminé par r, par rapport à un 
système de poinls-racinos, § 2 , donc C est un point cen- 
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tral 5 et tous les n systèmes de poînts-'racines sont en invo- 
lution. 

Corollaire» Si l'on veut"* ajouter un nouveau système 
de p points en involution avec les n systèmes , il est évi- 
dent qu'on peut prendre p — i de ces points à volonté. 
Si le point C fait partie des p — i points, le /?**'"* point 
est situé à Tinfini ; car zéro entre alors comme facteur 
dans le dénominateur de la fraction qui détermine le 
pième point. 

5. Les trois systèmes des points-racines donnés par les 
équations 

P-4-Q, = o, P-f-Qa = o, P-t-Q,(i — /w)-f-/wQ2 = o, 

sont en involution; car les deux différences Qi — Qa , 
m (Qi — Q,) étant égalées à zéro, ont les mêmes raci- 
nes (4). 

Si P, Qi, Qj sont des fonctions entières à deux varia- 
bles j:, y ; alors les trois équations représentent trois 
courbes algébriques passant par les mêmes points -, car la 
troisième équation s'obtient en ajoutant la première, mul- 
tipliée par I — m, à la seconde, multipliée par m. Fai- 
sant 

dans les trois équations, on a trois équations dont les 
points- racines sont les intersections des trois courbes 
avec Taxe des X] et, d'après ce qui vient d'être dit, les 
systèmes sont en involution. On a donc le tbéorème sui- 
vant. 

6. Théorème. 

R = o, S=:o, (i — /«) R + /wS = o 

étant les équations de trois courbes algébriques , une sé-^ 
cante quelconque les coupe en trois systèmes de points s 
qui sont en inuolution ,• et il y a autant de centres d'in-- 
solution que V équation R — S = o a de racines. 
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Le théorème de Desargues est compris dans ce théo- 
rème général. 

Obsen^adon, On a un théorème analogue | si R, S 
étant des fonctions à trois variables , les équations repré- 
sentent des surfaces. 

7. Les coniques étant toujours le principal sujet d'in- 
vestigations géométriques, et ces courbes n'étant rencon- 
trées par une droite qu'en deux points , on n'a guère étu- 
dié que Tinvolution d'un système de deux points-racines 
chacun. 

8. Une équation réciproque de degré 2 n donne un 
système n de deux points-racines en involutîon relative- 
ment à Torigine , la puissance étant i . 

9. Soient les trois équations 

a, d:^ 4- «2 ^ -H «3 = o , 
6, X* + ^2.r -h ^3 = o , 
c,^* -h C2.r -h ^3 =r o; 

pour que les trois systèmes de deux points-racines soient 
en involution, il faut et il suflSt que les deux équations 



(ai bt\ a^ 63 
\a, c, f a, c, 



aient une racine commune ; ce qui donne la relation 
( I ) déterminant ( «j ^j C3 ) = o ; 

et, lorsque cette relation subsiste, les trois systèmes, 
sont en învolution. Le centre d'involution est déterminé- 
par l'équation 

Ox b^ — a-, b\ «1 C3 — «3 r, 
àt bi — a, bi a-iCi — a^ c^ 
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en réduisant au même dénominateur les deux valeurs 
égales de X, on retrouve Féquation (i). 

En éliminant x* et x entre les trois équations , on a 
encore l'équation (i)', donc une de ces équations est une 
conséquence des deux autres ; de sorte qu'on a la relation 

c, = o, + nb^ y Cj = tf a -f- nbi , c^ = «3 -f- "b^. 

Donnant à n une valeur quelconque, même imaginaire, 
on trouve tous les couples de points en involution avec les 
deux premiers couples. 

Obseivation, L'équation (1) n'est autre que l'équa- 
tion (i) de M. Chasles [Géométrie supérieure, page i55). 

10. Reprenons l'équation 

rt, af* -f- «jx"-' -4- . . . -f- ^n = o ; 

soient ai, «s,..., âr„ les ti racines; / — «j, / — «j,..., / — «„ 
sont les n distances du point C aux n points-racines, § 2. 
Une fonction symétrique de ces distances s'exprime en 
fonction de /, et des coefficients de l'équation. Les sys- 
tèmes de points-racines pour lesquels cette fonction est 
constante, relativement au même point C, sont dans une 
relation involutive. On n'a étudié jusqu'ici que les pro- 
duits qui donnent des propriétés géométriques d'un énoncé 
simple, et aussi les sommes qui se rattachent aux points 
de moyenne distance 5 mais toute fonction symétrique ren- 
ferme quelque théorème de géométrie. On peut même dire 
que les principales propriétés des lignes et des surfaces 
ne sont que l'expression graphique de quelque fonction 
symétrique. La théorie de ces fonctions est le fondement 
de toute la géométrie supérieure. Aussi u'a-t-on pas man- 
qué de retrancher cette théorie du nouvel enseignement; 
car nous ne devons connaître d'autre supériorité que celle 
de nos faiseurs. Soit. 
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II. Rapports composés segmentaires. 

H. Le produit de plusieurs rapports géométriques est 
un rapport composé. Soit une équation de degré 2 w don- 
nant autant de points-racines. Décomposons ces in ra- 
cines en n groupes de deux racines chacun*, prenant la 
différence de deux racines dans chaque groupe, on aura n 
segments. Désignons le produit de ces n segments par P; 
faisant une seconde décomposition semblable, on par- 

vient a un autre produit K. Le rapport ou - est un 

rappoit composé segmentaire, 

12. Lcmine, 

a — 6 =3 r, 

ah ah 

13. Théorème. Si y dans un rapport composé seg- 
mentaire y on remplace chaque racine a par-^ p étant 
un nombre donné y le rapport reste le même. 

Démonstration, Si en remplaçant chaque racine « 

par-1 le produit que nous désignons par P devient 

P R 

( — i^)" o ' Je produit R devient ( — pY ^5 S étant le pro- 

duit des in racines [lemme 12). Donc le rapport ne 
change pas. 

14». Lemme. Soit l'équation 

a,af'' -h Aj-r^-' -h. . .-^-amX -\- (7^+, r= o; 
si l'on a la relation 

ar.am+i-r 



(3o) 

p étant un nombre donné; pour n impair, Téquation a 
une racine égale à — p» et les n — i autres racines se 

partagent en groupes de deux racines , dont le pro- 



duit est p -, pour n pair, les racines se partagent en - 

groupes de deux racines , dont le produit est p. 

Observation. Cette équation est dite réciproque, dans 
le sens général. On applique ordinairement cette déno- 
mination à une équation lorsque p=i. Nous conservons 
le sens général. 

15. Corollaire, Une équation réciproque de degré a n 
est une involution de n groupes de deux points-racines^ 
Torigine étant le centre d' involution. Formons un rap- 
port composé segmenlaire avec un nombre p de ces ra- 
cines. Remplaçons , dans ce rapport, chaque racine par 
son inverse, on aura un rapport composé, qui sera encore 
segmentaire, car les inuerses sont aussi racines de Véquu- 
tion; et ce second rapport segmentaire sera égal au pre- 
mier (13). 

Rapport segmentaire binaire, 

16. Un rapport binaire est le produit de deux rapports^ 
Considérons quatre points-racines donnés par les racines 
a, (3, «1, Pi, que ces points suivent l'ordre croissant de 
grandeur de gauche à droite ; on peut former trois rap^ 
ports binaires, 

(a.-a)(P.^p) (p,^a)(p~a.) (p-a)(a..~P0 
(P.~a)(«.-p)' (p^a)(p.-a.)' («. - a) (p ~ p.)^ 

Dans chaque rapport, chacune des racines parait deux 
fois. Le premier et le troisième rapport sont positifs, et 
le deuxième est négatif. Ces trois rapports sont mainte- 
tïant connus sous le nom de rapports anharmoniques ^ 
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lorsque le rapport est égal à — i, on le nomme rapport 
harmonique, 

Obseruation, Chez les anciens, le second rapport s'é- 
crivait aussi 

(P,~a)(«.--P) 
(P-a)(p.-a.)* 

11 était positif, et devenait harmonique , lorsqu'il était 
égal à -l-i ; mais alors il n'y a plus de symétrie dans l'ex- 
pression. C'est ce qui a engagé M. Cliasles à changer le 
signe et à écrire j3 — «j , au lieu de a, — j3. D'ailleurs le 
célèbre géomètre ne fait point usage de la notation des 
points-racines. Cette notation rendrait peut-être plus 
mnémoniques les précieuses et nombreuses équations qui 
se rattachent aux rapports harmoniques, et qui sont con- 
signées dans la Géométrie supérieure. L'idée des points- 
racines appartient à M. Gauss {voir t. I, p. 444)* 



REMARQUES SUR LE CALCUL DES DÉRIVÉES DES FONCTIONS 

x'* ET a'; 

Par m. SCHLOMILCH, 

Professeur à Dresde. 



La manière ordinaire de développer les dérivées de x" 
et a"" consiste à recourir à la formule du binôme démon- 
trée par quelques considérations relatives aux combinai- 
sons. Mais, comme les formules qu'il s'agit de développer 
sont fort simples, il vaut mieux éviter l'emploi d'une 
formule plus compliquée; cela se fait facilement à l'aide 
de la formule tout à fait élémentaire 

^ ^ a — h 

comme nous le ferons voir. 
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1. Quant à la dérivée de la fonclion x"\ on a 

\ ' = hm i j = lim ' ^ : 

(ix & x-^-d X ^ 

et, en faisant usage de la formule (i), on trouve sur-le- 
champ 

ctx 

Après avoir démontré cette formule pour le cas d'un 
exposant positif et entier, il est très-facile de la générali- 
ser par des méthodes connues : on fera 





x^=r. 


par conséquent, 






Xf = J7, 


ce qui donne 




d(xP) 


_d{yl) dy 


dx 


dy dx 



2. Pour développer la dérivée de la fonction a*, il est 
nécessaire de démontrer que l'expression ( i -*- - ) con- 
verge vers une limite déterminée quand on^ait croître à 
l'infini le nombre s. Cela se fait de la manière suivante : 
En supposant a^h^ l'équation (i) donne l'inégalité 

a^ — h"^ 

j- <^ma^-'^ ou a"* — ^'"<^w(a — ^) «*""• ; 

on tire de là 

(3) [a — /w (« — ^»)] ar~^ < é>™ ; 

et, en prenant 

rt = I H ) b ■=: \ -\ *. 

m — 1 m 
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on a immédiatement 

(4) (,H-_L_\""'<(,+ 1'\"'. 

^ ' \ m — I / \ ml 

Cela prouve que la quantité I i-f- - J croît toujours, si 5 

est un nombre positif et entier qui devient infiniment 
grand. 

Prenons maintenant 

I . 

/ï •.= I H ) rr: I et m = 71 -4- f : 

alors Tinégalitë (3) se change en celle-ci : 

î('+r^)"<'' '*" ('+^)"<='- 

11 s'ensuit 

(,+ ^)"<4 et (.+ _l_J'-<4, 

en vertu de la formule (4). 

La quantité f i-+- - j reste donc toujours inférieure au 

nombre 4 9 on en conclut qu'il doit exister une limite dé- 
terminée vers laquelle converge l'expression dont il s'agit; 

cette limite est comprise entre les nombres ( iH — | =: 2 

et 4') en Id désignant par e, nous aurons 

pourvu que s soit un nombre positif et entier. La dé- 
monstration , pour le cas de s fractionnaire ou négatif, 
se fait de la même manière, comme on le voit dans les 
Traités du calcul différentiel. 



Ànn, de Mathémat., t. XII. (Janvier i853.) 
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SOLUTION DE LA QUESTION 167 

(TOir t. YI.p. 394); 

Par m. h. FAURE. 



On sait que le lieu géométrique des projections ortho- 
gonales du centre de la lemniscate de BernouUi sur les 
tangentes a pour équation polaire 

i - 2 

Téquation de l'hyperbole équilatère étant 

a^ = p* ces 2 w. 

M. W. Roberts propose de démontrer que la longueur 
d'un quadrant de cette podaire est égale à trois fois la dif- 
férence entre i'arc infini de Thyperbole équilatère et son 
asymptote. 

Cette question se trouve résolue par l'auteur, dans le 
tome X des Annales de M. Liouville -, il Ta déduite d'une 
proposition plus générale, au moyen des fonctions ellipti- 
ques. Nous allons la démontrer, en suivant une autre mar- 
che que nous appliquerons à Téquation a'"=jo"*cosmoi), 
qui comprend Thyperbole équilatère comme cas particu- 
lier. On reconnaît facilement la forme de. cette courbe; 
elle se compose de m branches infinies, ayant pour 
asymptotes des droites qui font avec Taxe polaire des 

angles égaux a » 5 > • • • ? ^ ^« On 

^ "^ 2/11 2/W 2/lï 2/W 

trouve pour équation de la première podaire, 



m 
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Si l'on projette de même le centre de notre courbo sui 
la tangente à celle-ci , on trouvera , pour la deuxième 
podaire , 



pum-i_^am-i^^5 '" 



im — I 



SoitEl'excèsdela longueur d'une asymptote de la courbe 
représentée par a"* =. p'" cos m&) , sur la branche de courbe 
correspondante, et soit S la longueur d'une demi-boucle de 
la deuxième podaire. Nous allons démontrer que 



_ m — I „ 

E = S. 

im — I 



En effet, si l'on calcule Tare de la podaire d'après la for- 
mule 

on trouvera 






en posant 

La même formule donne, pour l'arc de l'autre courbe, 

S' = — ^/ / — , , 

J z'sjx — z'"* 

en posant • 

a 

Or 



/dz a\i\^z'^ , ^ rz"^-^dz 
=: ^i^rn-^\)a / . 
z'^s/i — z^'» 2 J V^i— z'*" 

Pour avoir la différence entre deux longueurs très- 
considérables, portées, la première, sur l'asymptote, à par- 
tir du centre , et la seconde sur la courbe a"*=p"* cosmw, 

3.. 
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à partir du sommet, il faut voir ce que devient la diffé- 
rence p — S lorsque p est infini , ou S' pour z = o. 



a 
z 
Or 









Nos intégrales doivent être prises entre o et i. Entre 
ces limites, les deux quantités qui précèdent le signe / 
s'évanouissent^ donc , 

Par suite, puisqu*il faut renverser les limites pour Tune 
ou l'autre de ces intégrales , 

^ m — 1 „ 
Er= S. 

Dans le cas particulier de la question, il faut faire 

/w = 2, 
ce qui donne 

E=is, on S=3E. 



SUR LA LOCUTION : DIVISER UNE DROITE EN MtRÊIME ET 
MOYENNE RAISON 

(TOlr t. ni, p. 8). 



Cette locution française est une traduction littérale de 
la locution grecque : £«p«v »«/ ^/wv Aoyov ri/«i7j>. On ren- 
contre cette expression au moins quinze fois dans Eu- 
clide, et tous les manuscrits , soit de cet auteur, soit des 
auteurs grecs qui ont écrit après lui , ne varient pas sur 
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cette expression , et la rapportent de la même manière. 
Ainsi , il y a certitude que nous possédons la véritable 
Leçon d'Euclide. On cite contre cette Leçon un texte arabe 
(tome III , page 8) 5 mais l'autorité d'une traduction fran- 
çaise d'un texte qui est la traduction arabe A^nn texte grec 
ne peut prévaloir contre le texte grec lui-même, imprimé 
depuis i533 [Bas. in-folio^ curâSimonis Gry/iaei), 

Cette Leçon, traduite littéralement en français, est une 
réunion de mots ne présentant aucun sens. C'est que, pro- 
bablement, on a ici affaire à une locution du genre ellip- 
tique. On en trouve de semblables dans toutes les langues, 
et surtout dans les langues anciennes. Chaque manuscrit 
étant jadis le produit d'un travail isolé, on avait intérêt à 
économiser les mots pour gagner du temps, et aussi pour 
ménager la place ; car la matière sur laquelle on écrivait , 
papier ou parchemin, était rare et assez chère. Pour com- 
pléter l'expression elliptique d'Euclide, il faut s'aban- 
donner aux conjectures. En voici une qui me paraît assez 
vraisemblable. 

Soit une droite divisée d'une manière quelconque en 
deux segments inégaux a et t, et soit i^a •, les trois quan- 
tités fl, by a-hb sont écrites suivant leur ordre de gran- 
deur : fc, qui est au milieu, est la quantité moyenne y a 
et a 4- 6, aux extrémités, sont les quantités extrêmes. 
Combinées deux à deux, ces trois quantités donnent Heu 
à six raisons, parmi lesquelles il n'y en a que deux qui 
puissent devenir égales y savoir: la raison tirée de l'ex- 
trême a, ou T 9 et la raison tirée de la moyenne i, sa- 

b 
voir r : on peut avoir 

a__b 

b'^ a -^ b' 

La raison t aura pris le nom de raison de l'exirémc, ou 
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simplement extrême raison y et la raison r ? raison 

de la moyenne ou moyenne raison. Il s'agit donc de par- 
tager une droite de manière que la moyenne raison soit 
égale à l'extrême raison, et plus brièvement encore, par- 
tager une droite en moyenne et extrême raison, 11 faut 
donc conserver cette locution ancienne , aujourd'hui gé- 
néralement comprise , et qui a pour elle le droit de pres- 
cription. 

Si on voulait s'exprimer en langage moderne, il fau- 
drait dire : Partager une droite en deux segments 
formant avec cette droite une proportion continue. C'est 
la formule adoptée par Lorenz (Jean-Frédéric), dans son 
excellente traduction allemande des quinze Livres d'Eu- 
clide^ 1781. 

Dans la géométrie moderne, cette section segmentaire 
n'est guère employée que pour la construction du déca- 
gone, et n'a aucune importance dans la géométrie seg- 
mentaire , parce qu'elle ne se projette pas coniquement , 
mais cylindriquement: Cette dernière projection est l'ob- 
jet implicite de la septième proposition du quatorzième 
Livre (*). Les six dernières propositions du treizièmeLivre 
consacrées à la construction des cinq corps réguliers, con- 
tiennent des applications de la section continue; de même, 
le quinzième Livre, qui traite aussi de la même construc- 
tion. D'ailleurs, on sait que le quatorzième et le quinzième 
Livres ne sont évidemment pas d'Euclide ^ on les attribue à 
Hypsiclès, géomètre d'Alexandrie, du second siècle de 
notre ère. 

Il est à remarquer que les quinze Livres ne contiennent 
aucune proposition relative à la circonscription des cinq 
corps réguliers à la sphère. 

( * ) M. Chasles voudrait qu'on réunit toutes los propositions gcométriqut'^ 
qui se rapportent à cette proportion {Histoire de ht Géométrie . p. ïmV. 
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Le célèbre Paccioli Lucas de Borgo, frère mineur (*) de 
Tordre des Franciscains, a publié, en italien, un ou- 
vrage spécial sur la proportion continue, sous ce titre : 
Dmna proportione opéra a tutti gli in gegni perspicaci e 
curiosi necessana ^ue ciascun studioso di Philosophia , 
Prospettis^a, Pictura, Sculpturuy Architectura, Musica, 
e altre Mathèmatice , suauissima, sottile, e admirabile 
doctrina consequira, e delectarssiy con varie questione 
de secreiissima scientia. 

L'ouvrage est imprimé à Venise , en i Sop (**) •, Kàstner 
en donne une description très-détaillée , très-instructive 
[Histoire des Mathématiques , tome I , page 4 1 7 5 ^ 79^ 5 ^^ 
allemand). J'ai constaté l'extrême exactitude de cette des- 
cription sur l'exemplaire qui se trouve à la Bibliothèque 
impériale sous Tinscription V. 545. Le frère Lucas donne 
cinq raisons pour justifier Tépithète de divine donnée à la 
proportion : « La prima e che leifia una sola e non piuj 
e non possibile di lei asegnare altre specie ne differen- 
tie. La quale unita fia el supremo epitete de epso idio 
secunda tutta la scola theologica e anche philosophica. 
La secunda con^encentia e delà Sancta Trinita, Cio e si 
commo in di^inis una medesima substantia fia Jra tre 
personcy PadrOj Figlio e Spirito Sancto, Cosi una me- 
desima proportione de questa sorte sempre conven se 
tro^ifra tre termini^ e mai ne in piuy ne in manco se po 
retrox^are (page 4) (***). Les trois autres raisons portent 
aussi le cachet de la profession et du siècle de ce savaot 
moine, d'un esprit très-distingué, et qui comptait Léonard 



( * ) Les Cordeliers prenaient par humilité le nom de Frères mineurs. 

(**) Il n'existe pas d'édition antérieure ; on en trouve sept exemplaires 
dans les Bibliothèques publiques de Paris , deux à la Bibliothèque Impé- 
riale , deux à l'Arsenal , deux à la Mazarine, un à Sainte-Geneviève. Nous 
devons ce renseignement au savant prince Balthasar Boncompagni. 

{"*■**) Les pages ne sont numérotées qu'au recto. 
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de Vinci parmi ses nombreux amis. C'est même Fillustre 
artiste qui a dessiné les figures de la Divina propor- 
tione, où l'on trouve représentés divers polyèdres, l'un de 
soixante-douze faces , de l'invention de Paciolus , et aussi 
les formes très-bien exécutées des lettres capitales de 
l'alphabet latin, et des dessins d'architecture suivant des 
proportions qui n'ont aucun rapport à la proportion 
dmne<t comme Montucla dit erronément ( Histoire des 
Mathématiques y t. P*", p. 55 1). Dans la dédicace à Petro 
Sederino , gonfalonnier perpétuel à Florence , on lit que 
Paciolus a présenté un opuscule {libellum) de Div^ina 
proportione à Louis Sforce, duc de Milan, et il ajoute : 
Tanto ardore ut schemata quoque sua VincAi nostri 
Leonardi manihus sealpta, Quod oplicen instructiorem 
reddere possent addiderim. 

On trouve plusieurs emplois ingénieux de la section 
continue dans l'ouvrage suivant : Euclidis Megaren- 
sis (*), matheniatici clarissimi Elementa y libris XF ad 
germanam geometriœ intelligentiam è dii^ersis lapsibus 
temporis injuria contractis restituta. Ad impletis prœter 
majorumspem, quœ hactenus deerant solidorum régula-- 
rium conferentiis ac inseriptionibus, Accessit decimus 
sextus liber de solidorum regularium sibi im^icem in* 
scriptoruin collationibus. No^issime collatisunt, decimus 
septimus, et decimus octav^us priori editioniquodammodo 
pollicitiy de componendorum , inscribendorum et con- 
ferendorum compositorum solidorum im^ntis ^ ordine et 
numéro absoluti, Authore D. Francisco Flussate Can- 
doUo ad Carolwn IX, Christianissimum Galliarum Re- 
gem, Lutetia Parisiorum, anno 1602. 

La première édition est de Paris, i566; la seconde de 



( * ) On a longtemps confondu le géomètre d'Alexandrie avec son homo- 
nyme, le philosophe de Mégare. 
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Lyon, 1578. C'est dans le seizième, dix-septième, dix- 
huitième Livre que l'auteur traite des solides demi-régu- 
lîers et des polyèdres réguliers inscrits les uns dans les autres^ 
et circonscrits les uns aux autres. II était fils de Gustave de 
FoixIII, comtedeCandoUe, ducdeRandan, de la branche de 
l'illustre maison de Foix, dont était le célèbre Gaston, d^une 
bravoure si brillante, et qui fut tué à la bataille de Ravenne 
en 1 5 1 2 . François, d'abord commandeur des ordres du roi , 
s'étant ensuite destiné à l'état ecclésiastique, fut nommé, 
en iSyo, évêque d'Aire (Landes). II est mort à Bordeaux 
le 4 février 1694, dans sa quatre-vingt-dixième année. Il a 
fondé, dans cette ville, au collège de Guyenne, une chaire 
de mathématiques, à donner au concours devant des juges 
compétents. Chaque candidat était tenu de faire deux lec- 
tures pendant deux jours consécutifs : le premier jour, il 
devait donner une proposition nouvelle de son invention, 
sans dépasser le onzième Livre d'Euclide; et, le jour suivant, 
une seconde proposition , aussi de son invention , concer- 
nant la théorie des polyèdres , à démontrer par les quinze 
Livres. En 1703 , un des candidats contesta à son concur- 
rent la nouveauté de ses propositions. On convint de s'en 
rapporter à l'Académie des Sciences , qui consacra deux 
séances à cet examen , et décida que les propositions n'é- 
taient pas nouvelles [Histoire de V Académie; 1708, 
page 76). On ne dit pas en quoi consistaient ces proposi- 
tions. Les archives du collège de Guyenne renferment 
peut-être des renseignements curieiix sur ce mode de con- 
cours, qui subsistait encore en 1710. Quoi qu'il en soit, 
il faut convenir que le noble prélat du xvi* siècle avait 
un amour plus intelligent, un sentiment plus vrai du 
but de la science, que tïertains réglementateurs de notre 
siècle éclairé, 

Note. Dans la séance du samedi 24 mars 1703, l'Académie reçut un 
Mémoire contenant ces deux théorèmes proposés comme nouveaux par 
Vun des aspirants à la chaire du collège de Guyenne : 



(42) 

Ad primam sessionem iheorema. — In triangulo œquilatero, perpendicu- 
laris ah utrius anguli apice ad hasim ducta, polentia est ulram lihet basis 
segmentum, est ejusdem triangulis latus est potentià ad semidiamelrum circuit 
qui idem triangulam, inscrihilur (*). 

Ad secundam sessionem iheorema. — Si in cuho describantur et icosœdrum 
et dodecaèdrum, quadratum ex icosœdri uno latere, erit œquale rectangulo 
ex duobus lateribus quorum unum est latus cubi, aliud latus dodecaedri» 

Un des concurrents prétendait que ces deux propositions n*étaient pas 
de l'invention du premier aspirant, la première étant prise du livre treize 
d'Euclide, proposition douze, l'autre du seizième livre, proposition 
quinze, et que n'ayant pas satisfait à la fondation, il doit être exclu de 
la chaire disputée. 

Dans la séance du samedi suivant, 3i mars 1703 , l'Académie a jugé que 
des deux propositions de l'aspirant, ni l'une ni l'autre ne devait être 
censée de son invention. 

Nous devons ce renseignement à l'illustre doyen des géomètres physi- 
ciens, ornement de deux Académies, et qui sonde avec succès les pro- 
fondeurs du monde planétaire et les mystères de l'univers moléculaire ; 
qui commente les principes ardus de Newton , explique les passages obscurs 
des agronomes de l'antiquité, expose les méthodes bucoliques des Mo- 
dernes ; le tout dans un style si pur, si français, qu'on se croit transporté 
dans notre grand siècle littéraire. Puisse l'illustre M. Biot, qu'il n'était 
pas nécessaire de nommer, agréer l'expression de notre reconnaissance. 
Ayant conservé sous les glaces de l'âge une verdeur juvénile, une activité 
rare même chez les savants jeunes d'années, il met autant d'empresse- 
ment à encourager les faibles, que d'autres à décourager les forts. 



MÉLANGES. 



1. Sous Henri III, il existait à Paris un imprimeur 
nommé Pierre le Voirrier, qui était imprimeur du roiy 
spécialement pour les mathématiques. C'est ce qu'on voit 
par l'ouvrage suivant : Mauricii Bressi GratianopoUtani, 
Jîegii et Ramei mathematicanim Lutetiœ professons ^ 
Metrices aslronomicœy Ubri quatuor. Hœc maximain 
partent no\^a et rerum astronomicarum et geographica- 
rumj per plana sphœricaque triangula dimensionis ratio 
veterique compendio expeditior et compendiosior. Ad 



{ '*) Potcntia, carié. 
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Pomponiwn Belleureum Sacri Consislorii Consiliarium ^ 
Regisque Legatium. Par,^ f58i, apud yEgid. Gorbi- 
num, 

A la fin de l'ouvrage on lit : Excudat Petrus le Voir- 
rier, in mathematicis typographus regius. Parisiis, anno 
i58i, mense Augusti; in-folio de 84 pages. 

Bressius s'est servi du théorème de Ménélaus , dit de 
Ptolémée, relatif au triangle coupé par une transversale, 
pour démontrer plusieurs théorèmes (lib. IV, prop. i3). 
Ce Livre traite des triangles sphériques ; on y trouve des 
propositions qui ont été communiquées à l'auteur par son 
ami Jean Saville, Anglais célèbre, fondateur d'une chaire 
de géométrie, occupée par Newton. Bressius aussi occu- 
pait, au Collège de France, une chaire semblable, fondée 
par le célèbre P. Ramus. Car l'ouvrage se termine ainsi : 
Haec ferme sunt, amplissime Belleurae , quœ ad rerum 
astronomicarum dimensioneni usai fore duxi. Namque 
alla problemata quœ curiosœ ini^estigationis potius sunt 
quant utilis et fructuosœ tanquam a proposito aliéna, 
de indus tria prœtermisi. Quœ quideni commentabor, 
dum Cliristianissimi litterarumque amantissimi Gallo- 
rum Régis HenricillI et macaritaeP. Rami, professons 
quondam Regîi, munifîcentia fruerer otio, Viri autem 
et génère et genio nobilis, di^inique Francorum poetœ 
Pétri Ronsardi fruerer hospitio. 

L'épi thète macaritœ, appliquée à un tuguenot égorgé 
à la Saint-Barthélémy, montre que Bressius était de cette 
secte, ou bien qu'il trouvait dur de damner l'auteur 
d'une fondation qui le faisait vivre. Il demeurait chez 
Ronsard, gentilhomme riche, et très-instruit. On a même 
reproché à ses vers d'être trop savants^ reproche très- 
fondé, mais qu'on a rarement à faire. 

Pompone de Bellièvre, fils d'un premier président au 
parlement de Grenoble, né en iSap, surintendant dos 
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finances , et mort chancelier en 1607, était un grand pro- 
tecteur des sciences. Dans ces temps de troubles, lors- 
qu'on faisait quelques difficultés aux professeurs sur leurs 
émoluments , ils avaient recours à Bellièvre, et en obte- 
naient du secours (Kastner, Histoire des Mathématiques y 
tome I, page 626-796). 

2. Les doubles signes ^ et ^ sont de Bouguer [Cor- 

respondance mathématique et physique de quelques cé- 
lèbres géomètres, etc. \ par Fiiss, tome I, page 3o4). 

3. Dans le xvi®' siècle, on s'est beaucoup occupé de la 
construction des Tables de sinus. La plupart deô calcu- 
lateurs descendaient' par bissections successives de Parc de 
1 5 degrés à Tare d'une minute environ. Cet arc de 1 5 degrés 
portait le nom singulier de hardaga. Ainsi , le premier 
kardaga était i5; le second kardaga, 3o degrés, et ainsi 
de suite, jusqu'à 90 degrés, qui était le sixième kardaga. 
On croit que ce mot est une corruption du mot arabe har- 
titay parvum quid? Karata veut dire couple diviseur -, ce 
mot désignerait une partie de la circonférence. 

Les Grecs désignaient les trois cent soixantièmes parties 
par^ôc*/, qui veut dire parties^ et les Latins aussi se sont 
servis du mot partes, Janiais ils n'ont employé le mot 
gradus pour désigner un degré de la circonférencç. Ce 
mot degré ne nous vient pas du latin , comme on est porté 
à le croire, mais il dérive de l'arabe derug, où il signifie 
un échelon, partie d'une échelle, et aussi partie de la 
circonférence. 

Le mot grade, pour la centième partie du cadran, 
date de l'établissement du système métrique. L'illustre 
auteur de la Mécanique céleste emploie la division déci- 
male du cercle et du jour 5 division que les astronomes 
ont abandonnée. 11 est bizarre que les astronomes, qui 
ont tant insisté pour introduire la division décimale dans 
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les usages de la vie civile, raient repoussée de chez eux, 
où elle est pourtant plus utile que partout ailleurs, puisque 
toute la science ne consiste qu'en calculs, 

m THÉORÊNE DE FERMAT; 

D'après M. HERMITE. 

(Journal de Mathématiques, tomeXUI, page i5; i8/|8. ) 

1 . Lemme, Lorsqu'un nombre premier est de la forme 
4 -+■ I , il existe un carré qui , augmenté de i , donne une 
somme divisible par ce nombre premier. 

2. Lemme. Le nombre fractionnaire t étant conveni 



en fraction continue , on trouve toujours deux réduites 
consécutives dont les dénominateurs sont , l'un inférieur, 
et l'autre supérieur à ^1, 

3. Théorème de Fermât. Un nombre premier de la 
foime 4 -+- 1 ^^^ toujours la somme de deux carrés. 

Démonstration. Soitp ce nombre premier, on a donc 
(lemme i) 

- étant converti en fraction continue , on arrive à deux 

P m m' - 

réduites consécutives—» —7? où n<^slp et n^^p 

[lemme 2). Donc, d'après la théorie connue, 

a m e 



on en déduit 



\x 6<i; 

p n nn' ^ 



P 

na — mp = s . — ^ 
n 

{rta^-^mpY^p.^^ 



^ el 6^ sont (les fractions : donc 

mais 

donc 

[na — nipY -{- n} <^ 2/^, 

OU bien 

«'(a' 4- i) — p[ianm — m^p)<:^ ip, 

a* 4-1 est un multiple de p, l'expression à gauche est 
donc un multiple de p moindre que ip. Donc 

i^na^mpy -^fi'zzip. C.Q.F.D. 

4-. Euler a démontré que la décomposition du nombre 
premier ;? = 4 -H i ne peut se faire que d'une seule ma- 
nière [voir tome VU, page 38); et, d'après la formule 
deGauss [yoir tome IX, page 807 ), lorsqu'un nombre ne 
peut se décomposer que d'une seule manière en deux car- 
rés, il est premier 

THÉORÈME SUR L4 SOMME DE DEUX CARRÉS; 

D'après EULER. 



Théorème, a* -h fc* na aucun dwiseur premier de la 
forme ^n — i , à moins que a et b aient un tel diviseur 
pour facteur commun. 

Démonstration, aelb n'étant pas divisibles par 4 w — i ^ 
il s'ensuit (Fermât) que a*""* — i*'*~® sera divisible par le 
nombre premier ^7i — i ; donc a*"~*4-i*"~* ne sera pas 
divisible par ce nombre premier. Mais a* -f- 1* est un fac- 
teur de a*"'"*4-6*'*~*5 donc, etc. (Correspondance ma- 
thématique et physique j t. I, p. 116. Lettre à Goldbacli, 
de Berlin , 6 mars 1742). 



(47) 
Dans la même Lettre, on trouve cette simple démonstra- 
tion du théorème de Fermai. 

1. Lemme, p étant un nombre premier, on a 

2. Lemme, Si 

aP^a=zp, 
on aura aussi 

(^ + ,)f — (« + ,) =3^. 
Démonstration, Dans la congruence (i), faisons 

il vient 

{a-hi)P-aP^i=p, 
ou bien 

(«H-iX~(a-|-i)- (aP^a)=:p', 

mais, par hypothèse, 

aP — a = p. 
Donc, etc. 

3. Théorème de Fermât, p étant un nombre premier, 
on a 

aP — a z=z p. 

Démonstration. On a 

donc, d'après le lemme 2, 

2JP — 2 =/3, 3p — 3 = /?, etc. 



THÉORÈME DE MINIMUM, DANS lE TÉTRAÈDRE, DE M. 8TEINER. 



\, Lemme, a est un point fixe, D une droite sur la- 
quelle on prend deux points &, c\ la distance bc est 
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constante^ le pérîmèlre du triangle abc est un minimum 
lorsque ab =ac^ ou, ce qui revient au même , lorsque le 
milieu de bc est le pied de la perpendiculaire abaissée de a 
sur bc. 

2. Théorème. Sur la droite A sont situés deux points 
fixes a, i,- sur la droite B, on prend deux points c, d; la 
distance cdest constante ^ l'aire de la pyramide qbcd est 
un minimum lorsque le milieu de çd est le point où la 
plus courte distance entre A et B rencontre B. ( Steiner .) 

Démonstration, acd, bcdj cab, dab sont les quatre 
faces de la pyramide. Les aires acd^ bcd sont constantes; 
il s'agit donc de chercher en quel cas la somme des aires 
cab et dab est un minimum , ou dans quel cas la somme 
des perpendiculaires abaissées de c eld sur A devient un 
minimum. A cet eflTet, par un point quelconque e pris 
sur A, menons un plan perpendiculaire sur A, et proje- 
tons sur ce plan les points c, d en c/, d'-^ la distance c^ d^ 
est constante ; et les droites ec', ed^ sont évidemment égales 
aux perpendiculaires abaissées de c et ^ sur A. Or, dia- 
prés le lemme, ecf -h ed' est un minimum lorsque le mi- 
lieu e de </ d' est le pied de la perpendiculaire abaissée de e 
sur d d' '^ alors eef est la projection de la plus courte dis- 
tance 5 donc 5 etc. 

3. Corollaire, Prenant sur deux droites deux longueurs 
constantes , et considérant ces longueurs comme les arêtes 
opposées d'un tétraèdre , le volume du tétraèdre est con- 
stant et son aire est un minimum , lorsque la plus courte 
distance des deux droites partage les deux longueurs en 
parties égales, et le rayon de la sphère inscrite est un 
maximum. 



(49) 



CONCOURS D AGRÉGATION AUX LYCÉES, ANNÉES 1842 

ET 1848 (*)5 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



1848. — Composition d'analyse. 

Parmi toutes les courbes planes de même longueur /, 
qui se terminent à deux points donnés A, B, déterminer 
celle qui a le plus grand moment d'inertie par rapport 
à AB. Calculer Vaire de la portion de plan comprise 
entre la courbe et la droite AB, ainsi que Vaire de la 
surface qui serait engendrée par la courbe si elle tour- 
naît autour de cette droite en faisant une rés^olution 
complète, 

y; 




AB étant prise pour axe des x^ et la perpendiculaire 
en A pour axe des 7, le moment d'inertie dont il s'agit 

est représenté par 1 j^ds^ et, d'après les principes du 



(*) La même courbe répond au problème de mécanique de iS/p et au 
problème d'analyse de 1848; c'est pour cela que nous les avons réunis. 

Ann, de Mathêmai , t. XII. (Février i853.) 4 
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calcul des variations, la courbe demandée doit être dé- 
terminée au moyen de l'équation 



S.£(x^--'k)ds = o, 



X étant une constante qui dépend de la longueur don- 
née /. 

En intervertissant l'ordre des opérations indiquées par 

les signes c^ et I , et faisant, pour plus de facilité, varier x 

et y^ on déduit de cette équation 

attendu que âx et $y sont nulles aux limites. 

Suivant les principes auxquels nous venons de reu'- 
voyer, on a une équation différentielle de la courbe de- 
mandée, en posant 

dx 

!>,.(> -r')^ = o. 

On peut égaler à zéro soit le coefficient de âx^ soit 
celui de dy^ car les deux équations ainsi formées rentrent 
Tune dans l'autre 5 il faut choisir la moins compliquée. 

Une première intégration donne 

ds 

c étant une constante arbitraire ; et l'on tire facilement de 
cette équation 



dr 



(.) c-L=±^(\-r'y- 



dx 



c^ 



Avant d'aller plus loin, il convient de remarquer : 
I**. Qu'à cause du double signe dont le radical est af- 
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feclé, et de ce que la quantité sous le radical ne contient 
que c*, il suffit de supposer c > o ; 

2°. Que X* doit surpasser c' pour que de très-petites va- 
leurs de y ne rendent pas — imaginaire ; 

3**. Que X ne peut être négative, parce que, dx étant 
positive quand x croît de zéro à AB et y^ étant nécessaire- 
ment croissant à partir de zéro, si X était négative, le 
radical croîtrait toujours et dy ne changerait pas de signe, 
attendu qu'il n'y aurait aucune raison pour passer d'un 
signe à l'autre devant le radical ; de sorte que y ne pour- 
rait devenir nulle pour x= AB, tandis qu'il faut au 
contraire que cela ait lieu. 

Il résulte de ces remarques que la valeur s)\ — c est un 
maximum de y qui ne peut la dépasser en croissant à 

partir de zéro, sans que— ne devienne imaginaire. On 

posera , par conséquent , 



{2) . ^= ^X — c. sin(p. 

En substituant cette expression à y dans Téquation (i), 
on obtient 



dx : 






X -h <r 

si l'on regarde cp comme croissant à partir de zéro , et si 
l'on convient de passer du -f- au — devant le radical de 
l'équation (i) lorsque y passe par sa valeur maximum 

qui répond à y = — Puis on a 



F étant la caractéristique de la fonction elliptique de pre- 
mière espèce. 

4. 



(5a) 
D'après la valeur précédente dedx^ l'équation 

dsz=:- Ldx 

C 

devient 



et Ton a 



ds = vT+~c.</<ï>.y I — r ^sin'y — dx, 



E étant la caractéristique de la fonction elliptique de se- 
conde espèce 5 ainsi la rectification de la courbe cherchée 
se ramène à celle deTellipse dont les demi-axes sont v^X + c 
et ^2c, 

y devient nulle pour y = tt ^ donc on doit avoir 



et 



=-(v^")=-- 



vs^-^(v4t^)='-'"' 



ce qui détermine X et c (*). 

Les valeurs de y eidedx donnent 

c sin tf df 



ydx : 



et en intégrant cette expression depuis y = o jusqu'à 
y = îT, on trouve , pour l'aire de la portion de plan com- 

(*) On emploie encore ici les notations de Legendra; les fonctions F 
et E ont, comme on sait, pour ^ = 7r, des valeurs doubles de celles 

qu'elles ont pour 9 = - » et ces dernières sont exprimées par 
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prise entre la courbe et AB, 

c [log (Vx -h c -f- v^X — c)» — log 2c]. 

La diflerentielle de l'aire de la surface engendrée par 
la courbe tournant autour de AB est 'iTzyds-^ or les va- 
leurs de y et de ds en fonction de ç donnent 

c 

-h ces' f 



iTzyds-r^i 2 7r (X — c) — --_____-_____ . sin <pc?f ; 

cos^<p 



V^r^ 



C 



et, en intégrant entre les limites qui viennent d'être in- 
diquées , on a » 

27r V^X*— c», 

pour Taire de la surface de révolution dont il s'agit. 
Enfin , on a encore 



;^ = ~ \. [X~(X-c)sm^y]siny. 

Rien n'est plus facile que de se faire, d'après les ex- 
pressions de a: , j^, — et -~ en fonction de la variable 

auxiliaire (]? , une idée exacte, tant de l'arc limité à A et B 
qui répond à la question , que de toute la courbe qui sa- 
tisfait à l'équation (i). En effet : 

1*^. (p croissant de o à tt, a: croît de o à AB, y croit 

d'abord de o à ^\ — c ( maximum qui répond à a:= — j ? 

puis décroît jusqu'à o, -^ décroît de à — , 

, AB d-'y 

en passant par zéro quand o: = — ? et -r^ reste constam-* 

ment négative \ 
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2°. y a la même valeur et -^ des valeurs de signes con- 



Tf 



traires pour des valeurs de y équidifférentes de - aux- 



2 



quelles répondent des valeurs de x équidifférentes de 

3°. Enfin 9 = Çi et ç = ©1 -t- ki:^ ^i étant entre zéro 
et TT, et k un nombre entier positif ou négatif, donnent 
des valeurs de x qui diffèrent entre elles de kn^ et des va- 
leurs de y, -^ et -7^ qui sont égales et de même signe, 

ou égales et de signes contraires suivant que k est pair ou 
impair. 

Donc : 

Uarc AMB est concaue vers sa corde AB, et formé de 
deux parties symétriques par rapport ci V ordonnée CM 
de son milieu M. 

La courbe est composée d'une infinité de parties égales 
à AMB , situées les unes du côté des y positis^eSy les autres 
du côté des y négative es y comme une sinusoïde, et les 
points tels que A, B, efc, sont en même temps des 
centres et des points dHnfiexion, 

1842. — Composition de mécanique. 

Démontrer quun fil flexible homogène et sans masse 
peut tourner autour de la droite qui joint ses extrémités 
fixes, en consentant une figure permanente, et déter- 
miner cette figure^ on fait abstraction de la résistance 
de Vair et des frottements , 

Soient A, B les extrémités fixes du fil^ s'il tournait 
effectivement autour de AB, en conservant une figure 
constante AMB, ses points décriraient des circonférences 
dont AB serait l'axe commun, et ils auraient tous, au 
même instant, la même vitesse angulaire, qui ne varie- 
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rait pas, d'ailleurs , avec le temps, puisqu'il n y a pas de 
forces appliquées. Or, chaque sommet du polygone infi- 
nitésimal qu'il est permis de substituer à la courbe dans 
le raisonnement, peut être considéré comme un point 
libre, si on lui applique à chaque instant une force égale 
à la résultante des tensions des côtés contigus ^ et cette 
force ne difière pas de la force centripète due au mouve- 
ment circulaire uniforme du sommet autour de ÂB^ de 
sorte que sa direction, qui est comprise dans le plan 
osculateur, coupe cette droite. Donc le deuxième élément 
de la courbe, à partir de A, est dans le plan du premier 
et de AB 5 le troisième dans le plan du deuxième et de AB ; 
et ainsi de suite. Ainsi , la figure AMB est plane j en ad- 
mettant qu'elle existe. 

Si l'on désigne par T la tension du fil au point [x^ y) y 
par ^.la longueur de la partie qui est entre ce point et 
l'extrémité A , enfin par &) la vitesse angulaire constante 
de tous les points autour de AB 5 et si l'on prend pour 
axe des x la droite AB, et pour axe des j* la perpendicu- 
laire élevée en A à cette droite dans le plan mobile AMB 5 
les composantes , suivant les axes de la force qu'il suffi- 
rait d'appliquer k[x^ j) pour pouvoir considérer ce point 

comme libre , sont représentées par D, . T -7- ? D, . T -— 9 

et celles delà force centripète par o, — a)*j^. Si la courbe 
AMB existait, on aurait donc, d'après ce qui précède, 
les deux équations 

et, réciproquement, le théorème énoncé sera démontré 
si l'on peut avoir une courbe qui satisfasse à l'équation 
déduite de celles-ci par l'élimination de T, et qui passe 
en A, B. 



(56) 

De la première de ces deux équalions on déduit iinmé- 
diatemeut 

Cx désignant une constante arbitraire. 

En effectuant les dérivations qui ne sont qu'indiquées, 

multipliant ensuite par —5 -^respectivement, puis ajou- 
tant, on a 

dont l'intégrale est 

(2) T = ...-^r% 

en désignant par c, une seconde constante arbitraire. 

Enfin, par l'élimination de T entre les équations (i) 
et (2), il vient 

si l'on remplace c, par c — : et Cj par X — 

Or cette équation est identique à la première des équa- 
tions différentielles qu'on a eues pour la courbe du pro- 
blème précédent 5 donc le théorème dont il s'agit main- 
tenant est démontré , ainsi que cela a été annoncé plus 
haut, puisque non-seulement on peut faire passer la 
courbe par les points A , B , mais encore l'astreindre à 
une autre condition quelconque. 

Il convient de remarquer qu'il peut y avoir de A à B 
deux , ou même un nombre quelconque d'arcs tels qiuî 
AMB. 
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NOTE SUR LA THÉORIE DES FOYERS; 

Par m. Edmond LAGUERRE-VERLY, 

Elève (institution Barbet). 



I. 

1 . Considérons iroîs coniques ayant un même foyer F, 
et sur une droite arbitraire FZ passant par ce foyer, pre- 
nons trois points A , B et C , correspondant respective- 
ment aux trois coniques, Menons par chacun de ces points 
deux tangentes à la conique correspondante, et joignons 
les six points de contact au foyer : nous obtiendrons ainsi 
trois couples de droites ayant pour bissectrice commune la 
ligne FZ; donc ils formeront un faisceau en involution. 

En généralisant par l'homographie cette propriété, 
nous obtiendrons le théorème suivant : 

Théorème I. Si trois coniques sont tangentes à deux 
mêmes droites se coupant en O ^ et que, sur une droite 
OTj passant par ce points on prenne trois points A, B, C 
correspondant aux trois coniques ^ si, par chacun de ces 
points ^ on mène des tangentes à la conique correspon- 
dante, en joignant les six points de contact ainsi obte- 
nus au point O^on obtiendra un faisceau en involution. 

Remarque, Si les trois coniques se réduisent à une 
seule, on retombe sur la proposition suivante, due à 
M. Chasles : 

Si trois cordes d'une conique se coupent en un même 
point, les six points quelles interceptent sur la conique 
sont en involution, c est-à-dire qu en joignant ces six 
points à un point quelconque de la conique^ on^a un 
faisceau en involution. 
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Si les trois points A , B et C se confondent , on obtient 
le théorème énoncé tome XI, page 292. 

J'indiquerai encore les deux théorèmes suivants : 

Théorème II. Si une conique variable est assujettie 
à rester tangente à deux droites fixes A <?^ B, le lieu des 
pôles d'une droite D passant par le point de rencontre 
de A et de Bpar rapport à cette conique variable j est une 
droite ïl passant par ce même point de rencontre. Les 
quatre droites D, A, H, B forment un faisceau hanno-- 
nique. 

Théorème III. Si trois coniques sont inscrites dans 
un même angle , et qucj par un point pris dans leur 
plan, on leur mène six tangentes ^ les deux tangentes 
menées à une même conique couperont la polaire du 
sommet de l'angle, relatii^ement à cette conique, en deux 
points ^ et si l'on joint au sommet de l'angle les six 
points de rencontre ainsi obtenus^ on aura un faisceau 
en im^olution. 

2. Coniques biconfocales . Une conique ayant deux 
foyers fixes peut être considérée comme tangente à quatre 
droites fixes *, les théorèmes relatifs aux coniques biconfo- 
cales peuvent donc être étendus aux coniques inscrites 
dans un même quadrilatère. Je citerai quelques exemples 
de cette transformation. 

Soient trois coniques biconfocales 5 par un point exté- 
rieur menons-leur six tangentes. Ces tangentes auront 
deux à deux la même bissectrice , donc elles formeront un 
faisceau en involution. En généralisant par homographie, 
on obtiendra la proposition suivante, corrélative d'un 
théorème de M. Sturm : 

Si trois coniques sont inscrites dans un même quadri- 
latère , et que , par un point pris dans leur plan , on leur 
mène six tangeutes, ces six tangentes formeront un fais- 
ceau en in\^olution. 
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Le problkne suivant : Construire une conique inscrite 
dans un quadrilatère et passant par un point donné A, 
a en général deux solutions* 

Si au point A on mène les deux tangentes aux deux co- 
niques satisfaisant à la question , et qu'on joigne ce point 
à deux sommets opposés du quadrilatère, on obtiendra un 
faisceau harmonique. 

3. Considérons n coniques situées dans un même plan, 
les 4 ^ foyers de ces coniques seront 4 ^ sommets de n 
quadrilatères respectivement circonscrits à ces courbes, 
et les côtés opposés de ces quadrilatères convergeront tous 
vers deux mêmes points P et Q situés sur la droite de 
l'infini (*). 

Observation. Chaque côté renferme un foyer réel et un 
foyer imaginaire. 

D suit de là que : 

Si Von transforme homo graphiquement n coniques 
situées dans un même plan^ aux foyers de ces coniques 
correspondront les sommets de n quadrilatères respecti- 
vement circonscrits à ces coniques transformées, et les 
cotés opposés de ce^ quadrilatères se couperont en deux 
mêmes points V et Q situés sur la droite, répondant 
homo graphiquement à celle de V infini. 

Inversement, cette remarque peut servir à résoudre ce 
problème : 

Deux points A et B étant pris dans le plan d'une co- 
nique, transformer la figure homo graphiquement, en 
sorte que les points correspondant à k et^ soient des 
foyers de la conique transformée. 

On peut remarquer, de plus , que si un cercle se trouve 
dans le plan des coniques données , il se transforme sui- 
vant une conique passant par les deux points fixes P et Q. 

( *) Expression employée par M. Poncelct. 
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Comme application de ce principe, considérons trois 
coniques inscrites dans un même angle: si nous joignons 
le sommet de cet angle aux douze foyers de ces coniques , 
nous obtiendrons ainsi six couples de droites ayant une 
bissectrice commune; donc trois quelconques d'entre elles 
forment un faisceau en involulion. 

On tire de là le théorème suivant : 

Théorème IV. Si trois coniques sont inscrites dans 
un même angle A , et que par deux points extérieurs P 
et Q on leur mène des tangentes, les tangentes menées 
de ces deux points à une même conique formeront un 
quadrilatère donnant deux couples de sommets opposés^ 
et nous aurons j en considérant les trois coniques , six 
couples de sommets; en joignant trois quelconques de 
ces couples au sommet A , on obtiendra uti faisceau en 
involution, 

IL 

Les deux droites représentées par les équations 

(r — P) H- V^"- ï («^ — a) = G 
et 

(r— P)— V^~(j: — a) = o, 

que nous avons considérées dans l'étude des foyers des 
coniques (t. XI, p. 290), jouissent d'une propriété très- 
remarquable, contenue dans la proposition suivante : 

Si un angle constant tourne autour du point (a , (3) , 
ses côtés et les droites représentées par les équations 

(r- P)-i- v/^l-^ — a) = 0, 

(r— p)- V^^(a7 — a)= O, 

forment dans chaque position de l ^ angle mobile un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique est constant. Si 
l'angle mobile est droit, le faisceau est harmonique. 
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Les conséquences de ce principe sont nombreuses. Con- 
sidérons un angle constant tournant autour du foyer d'une 
conique, les cordes interceptées dans la conique envelop- 
pent deux coniques confocales et doublement tangentes à 
la première. 

On tire de cette proposition le théorème suivant : 

Théorème V. Si un angle O est circonscrit à une 
conique, et quun angle variable tourne autour du 
point O de manière que ses cotés fassent dans chacune 
de ses positions, as^ec les côtés de V angle fixe, un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique soit constant, les 
cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
r angle variable eni^eloppent deux coniques inscrites 
dans r angle O et doublement tangentes à la première. 
(Chasles, Géométrie supérieure , page 448.) 

Je citerai encore les théorèmes suivants : 

Théorème VI. Si un angle variable tourne autour 
d'un point fixe O pris dans le plan d'une conique, en 
sorte que ses côtés fassent constamment, a^^ec deux 
droites passant par ce point, un faisceau harmonique , 
les cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
l 'angle variable em^eloppent deux coniques. 

Si le point O est sur la conique, la corde interceptée 
passe par un point fixe. 

Théorème VII» Si un angle variable tourne autour 
d'un point pris sur une conique , en sorte que ses côtés 
fassent constamment, ai^ec deux droites passant par ce 
point , un faisceau dont le rapport anharmonique soit 
constant, la corde interceptée dans la conique par 
l'angle variable ens^eloppe une autre conique double- 
ment tangente à la première au point O. (Chasles, 
Géométrie supérieure, page ^^o) (*). 

(*) Cfts théorèmes m'ont été communiques avant la publication de la 
Géométrie s upériaure . 
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Dans ce qui précède , nous sommes partis d'un théorème 
particulier pour nous élever au théorème général ; mais il 
arrive souvent que ce dernier est plus simple et plus fa- 
cile à démontrer-, alors on peut en tirer le théorème 
particulier. 

On verra un exemple de cette méthode dans ce qui va 
suivre, 

III. 

Définition. Soit un point a , j3 pris dans le plan d'une 
conique , 4es droites représentées par 

(r - P) + V/^ (^ — a) = O , (r — p) - Sf^ (or — a) = O 

couperont la conique en quatre points donnant deux 
cordes réelles. Quoique les théorèmes suivants s'appli- 
quent aussi aux cordes imaginaires, nous ne considére- 
rons que les premières \ pour abréger, je les nommerai 
les droites directrices du point a, |3. Soient X=o et 
Y == o les équations de ces deux droites , l'équation de la 
conique pourra se mettre sous la forme 

{a:-a)' + (r~p)^=XXY; 
donc : 

Théorème VIII. Le carré de la distance d'un point 
de la conique à un point fixe a, |3 est au produit des dis^ 
tances de ce même point aux deux droites directrices cor-- 
respondanteSj dans un rapport constant. 

Remarque, Si le point ï^ coïncide avec l'un des foyers 
de la conique , les deux droites directrices se confondent 
toutes deux avec la directrice correspondante. 

Si la conique e^t un cercle, une des droites directrices 
est toujours à l'infini. 

Considérons une conique dans un plan, et soient A, 
A', B, B' quatre points pris arbitrairement sur cette co- 
nique *, menons la droite AA'et joignons un point quel- 
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conque de la conique aux quatre points A, A', B, B'; nous 
obtiendrons ainsi quatre droites coupant la corde A A' aux 
quatre points A, A', i, £', et si nous joignons ces cpiatre 
points à un point fixe O pris dans le plan, les quatre 
droites AO, A'O, iO, fe'O forment un faisceau dont le 
rapport anharmonique sera constant. 

Maintenant, si nous transformons .homographiqiiement 
cette figure, en sorte que les deux droites OA et OA' se 
projettent suivant les droites dont les équations sont 

(J — PJ+V'—^I-^ — a) = o, (j— p)— VZ:7(x~a)=o, 

ûc et /3 étant les coordonnées du point correspondant au 
point O, on obtiendra le théorème suivant : 

Théorème IX. Soient F un point fixe pris dans le 
plan d'une conique^ A et A! deux points pris sur cette 
conique^ un angle dont les côtés passent constamment 
par les points A et A', et dont le sommet se meut sur la 
conique, intercepte sur une des droites directrices cor- 
respondant au point F un segment vu de ce point sous 
un angle constant. 

Remarque. Ce théorème a encore lieu quand le point F 
coïncide avec l'un des foyers de la conique^ je ferai re- 
marquer que , dans ce cas , Fangle constant est la moitié 
de l'angle AFA'. 

Si les points A , A' et le pôle de la droite directrice que 
Ton considère sont en ligne droite , Tangle constant est 
droit. 

Parmi les applications que Ton peut faire du théorème 
précédent, je citerai la Suivante : 

Trois segments étant donnés sur une droite, déter- 
miner le point du plan d'où ces trois segments sont vus 
sous le même angle. 

Ce problème peut se résoudre au moyen de la règle el 
du compas. 
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De la première de ces deux équations on déduit immé- 
diatement 

Cl désignant une constante arbitraire. 

En effectuant les dérivations qui ne sont qu^indiquées, 

multipliant ensuite par —9 -—respectivement, puis ajou- 
tant, on a 

'^T , df 

dont Tîntégrale est 

en désignant par Cj une seconde constante arbitraire. 

Enfin, par Télimination de T entre les équations (i) 
et (2), il vient 

si l'on remplace c, par c — ? et Cj par 1 — 

Or cette équation est identique à la première des équa- 
tions différentielles qu'on a eues pour la courbe du pro- 
blème précédent 5 donc le théorème dont il s'agit main- 
tenant est démontré , ainsi que cela a été annoncé plus 
haut, puisque non-seulement on peut faire passer la 
courbe par les points A, B, mais encore l'astreindre à 
une autre condition quelconque. 

Il convient de remarquer qu'il peut y avoir de A à B 
deux , ou même un nombre quelconque d'arcs tels qiM3 
AMB. 
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NOTE SUR LA THÉORIE DES FOYERS; 

Par m. Edmond LAGUERRE-VERLY, 

Élève (institution Barbet). 



I. 

1 . Considérons trois coniques ayant un même foyer F, 
et sur une droite arbitraire FZ passant par ce foyer, pre- 
nons trois points A , B et C , correspondant respective- 
ment aux trois coniques, Menons par chacun de ces points 
deux tangentes à la conique correspondante, et joignons 
les six points de contact au foyer : nous obtiendrons ainsi 
trois couples de droites ayant pour bissectrice commune la 
ligne FZ; donc ils formeront un faisceau en involution. 

En généralisant par l'homographie cette propriété, 
nous obtiendrons le théorème suivant : 

Théorème I. Si trois coniques sont tangentes à deux 
mêmes droites se coupant en O , et que, sur une droite 
07j passant par ce points on prenne trois points A, B, C 
correspondant aux trois coniques ; si, par chacun de ces 
points y on mène des tangentes à la conique correspon- 
dante y en joignant les six points de contact ainsi obte- 
nus au point O, on obtiendra un faisceau en im^olution. 

Remarque, Si les trois coniques se réduisent à une 
seule , on retombe sur la proposition suivante , due à 
M. Chasles : 

Si trois cordes d'une conique se coupent en un même 
point y les six points quelles interceptent sur la conique 
sont en involution; c est-à-dire qu en joignant ces six 
points à un point quelconque de la conique , OJi^a un 
faisceau en involution . 
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Si les trois points A , B et C se confondent , an obtient 
le théorème énoncé tome XI, page 292. 

J'indiquerai encore les deux théorèmes suivants : 

Théorème II. Si une conique variable est assujettie 
à rester tangente à deux droites fixes A et B, le lieu des 
pôles d'une droite D passant par le point de rencontre 
de A et de Bpar rapport à cette conique variable, est une 
droite H passant par ce même point de rencontre. Les 
quatre droites D, A, H, ^forment un faisceau harmo^ 
nique. 

Théorème III. Si trois coniques sont inscrites dans 
un même angle, et que, par un point pris dans leur 
plan, on leur mène six tangentes , les deux tangentes 
menées à une même conique couperont la polaire du 
sommet de V angle, relatii^ement à cette conique, en deux 
points ^ et si l'on joint au sommet de l'angle les six 
points de rencontre ainsi obtenus, on aura un faisceau 
en inv^olution. 

2. Coniques biconfocales , Une conique ayant deux 
foyers fixes peut être considérée comme tangente à quatre 
droites fixes \ les théorèmes relatifs aux coniques biconfo- 
cales peuvent donc être étendus aux coniques inscrites 
dans un même quadrilatère. Je citerai quelques exemples 
de cette transformation. 

Soient trois coniques biconfocales ^ par un point exté- 
rieur menons-leur six tangentes. Ces tangentes auront 
deux à deux la même bissectrice 5 donc elles formeront un 
faisceau en involution. En généralisant par homographie, 
on obtiendra la proposition suivante, corrélative d'un 
théorème de M. Sturm : 

Si trois coniques sont inscrites dans un même quadri-- 
latère , et que , par un point pris dans leur plan , on leur 
mène six tangeutes, ces six tangentes formeront un fais- 
ceau en involution. 
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Le problème suivant : Construire une conique inscrite 
dans un quadrilatère et passant par un point donné A^ 
a en général deux solutions. 

Si au point A on mène les deux tangentes aux deux co- 
niques satisfaisant à la question , et qu'on joigne ce point 
à deux sommets opposés du quadrilatère, on obtiendra un 
faisceau harmonique. 

3. Considérons n coniques situées dans un même plan, 
les 4 ^ foyers de ces coniques seront 4 n sommets de n 
quadrilatères respectivement circonscrits à ces courbes, 
et les côtés opposés de ces quadrilatères convergeront tous 
vers deux mêmes points P et Q situés sur la droite de 
l'infini {*). 

Observation. Chaque côté renferme un foyer réel et un 
foyer imaginaire. 

Il suit de là que : 

Si Von transforme homo graphiquement n coniques 
situées dans un même plan y aux foyers de ces coniques 
correspondront les sommets de n quadrilatères respectif 
v^ement circonscrits à ces coniques transformées, et les 
côtés opposés de ce^ quadrilatères se couperont en deux 
mêmes points P e^ Q situés sur la droite ^ répondant 
homo graphiquement à celle de V infini. 

Inversement , cette remarque peut servir à résoudre ce 
problème : 

Deux points A et B étant pris dans le plan d'une co- 
nique, transformer la figure homo graphiquement, en 
sorte que les points correspondant àketJi soient des 
foyers de la conique transformée. 

On peut remarquer, de plus, que si un cercle se trouve 
dans le plan des coniques données , il se transforme sui- 
vant une conique passant par les deux points fixes P et Q. 

( * } Expression employée par M. Poncelct. 
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Comme application de ce principe, considérons trois 
coniques inscrites dans un même angle -^ si nous joignons 
le sommet de cet angle aux douze foyers de ces coniques , 
nous obtiendrons ainsi six couples de droites ayant une 
bissectrice commune; donc trois quelconques d'entre elles 
forment un faisceau en involution. 

On tire de là le théorème suivant : 

Théorème IV. Si trois coniques sont inscrites dans 
un même angle A , et que par deux points extérieurs P 
et Q on leur mène des tangentes ^ les tangentes menées 
de ces deux points à une même conique formeront un 
quadrilatère donnant deux couples de sommets opposés^ 
et nous aurons, en considérant les trois coniques, six 
couples de sommets; en joignant trois quelconques de 
ces couples au sommet A , on obtiendra un faisceau en 
involution, 

IL 

Les deux droites représentées par les équations 

(r — P) + v^^(-^ — a) = 
et 

(r — P)— \/— 1(-^ — «) = o, 

que nous avons considérées dans l'étude des foyers des 
coniques (t. XI, p. 290), jouissent d'une propriété très- 
remarquable, contenue dans la proposition suivante : 

Si un angle constant tourne autour du point ( a , (3 ) , 
ses côtés et les droites représentées par les équations 

(r- P)+ v/~(^-~a) = o, 

(r— p)— v^— ï (•^ — «)= o, 

forment dans chaque position de V angle mobile un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique est constant. Si 
l'angle mobile est droit, le faisceau est harmonique. 
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Les conséquences de ce principe sont nombreuses. Con- 
sidérons un angle constant tournant autour du foyer d'une 
conique, les cordes interceptées dans la conique envelop- 
pent deux coniques confocales et doublement tangentes à 
la première. 

On tire de cette proposition le théorème suivant : 

Théorème V. Si un angle O est circonscrit à une 
conique, et quun angle variable tourne autour du 
point O de ntanière que ses côtés fassent dans chacune 
de ses positions, ai^ec les cotés de V angle fixe, un fais- 
ceau dont le rapport anharmonique soit constant y les 
cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
r angle variable en\^eloppent deux coniques inscrites 
dans V angle O et doublement tangentes à la première. 
(Chasles, Géométrie supérieure, page 448.) 

Je citerai encore les théorèmes suivants : 

Théorème VI. Si un angle variable tourne autour 
d*un point fixe O pris dans le plan d'une conique, en 
sorte que ses côtés fassent constamment, av^ec deux 
droites passant par ce point, un faisceau harmonique , 
les cordes interceptées dans la conique par les côtés de 
l 'angle variable enveloppent deux coniques. 

Si le point O est sur la conique, la corde interceptée 
passe par un point fixe. 

Théorème VII» Si un angle variable tourne autour 
d'un point pris sur une conique , en sorte que ses côtés 
fassent constamment, avec deux droites passant par ce 
point , un faisceau dont le rapport anharmonique soit 
constant, la corde interceptée dans la conique par 
r angle vanable en\^eloppe une autre conique double- 
ment tangente à la première au point O. (Chasles, 
G éo ru étrie supérieure , page 45 o ) ( * ) • 

(*) Ces théorèmes m'ont été communiqués avant la publication de la 
Géométrie supérieure. 
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Dans ce qui précède , nous sommes partis d'un théorème 
particulier pour nous élever au théorème général ; mais il 
arrive souvent que ce dernier est plus simple et plus fa- 
cile à démontrer-, alors on peut en tirer le théorème 
particulier. 

On verra un exemple de cette méthode dans ce qui va 
suivre. 

III. 

Définition, Soit un point a , j3 pris dans le plan d'une 
conique , 4es droites représentées par 

(^___P)+^IIT(x — a)=:0, (j — p)-v/^=^(^ — a) = 

couperont la conique en quatre points donnant deux 
cordes réelles. Quoique les théorèmes suivants s'appli- 
quent aussi aux cordes imaginaires, nous ne considére- 
rons que les premières-, pour abréger, je les nommerai 
les droites directrices du point a, |3. Soient X=o et 
Y == o les équations de ces deux droites , l'équation de la 
conique pourra se mettre sous la forme 

donc : 

Théorème VIII. Le carré de la distance d'un point 
de la conique à un point fixe a, |3 est au produit des dis^ 
tances de ce même point aux deux droites directrices cor- 
respondanteSj dans un rapport constant. 

Remarque, Si le point ï^ coïncide avec Tun des foyers 
de la conique , les deux droites directrices se confondent 
toutes deux avec la directrice correspondante. 

Si la conique ed un cercle, une des droites directrices 
est toujours à l'infini. 

Considérons une conique dans un plan, et soient A, 
A', B, B' quatre points pris arbitrairement sur cette co- 
nique; menons la droite AA'et joignons un point quel- 
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conque de la conique aux quatre points Â, Â', B, B'; nous 
obtiendrons ainsi quatre droites coupant la corde A A' aux 
quatre points A, A', i, b\ et si nous joignons ces quatre 
points à un point fixe O pris dans le plan, les quatre 
droites AO, A'O, iO, ft'O forment un faisceau dont le 
rapport anharmonique sera constant. 

Maintenant, si nous transformons .homographiqiiement 
cette figure, en sorte que les deux droites OA et OA' se 
projettent suivant les droites dont les équations sont 

{/ — PJ+V'^I-^ — a) = o, (j^p) — ^Z:7(x-a)=o, 

ûc et /3 étant les coordonnées du point correspondant au 
point O, on obtiendra le théorème suivant : 

TnéoRÊME IX. Soient F un point fixe pris dans le 
plan d*une conique, A et A! deux points pris sur cette 
conique^ un angle dont les côtés passent constamment 
par les points A et A', et dont le sommet se meut sur la 
conique, intercepte sur une des droites directrices cor- 
respondant au point F un segment vu de ce point sous 
un angle constant. 

Remarque. Ce théorème a encore lieu quand le point F 
coïncide avec l'un des foyers de la conique-, je ferai re- 
marquer que, dans ce cas, l'angle constant est la moitié 
deFangleAFA'. 

Si les points A , A' et le pôle de la droite directrice que 
l'on considère sont en ligne droite. Tangle constant est 
droit. 

Parmi les applications que l'on peut faire du théorème 
précédent, je citerai la W vante : 

Trois segments étant donnés sur une droite, déter- 
miner le point du plan d'où ces trois segments sont i>us 
sous le même angle. 

Ce problème peut se résoudre au moyen de la règle el 
du compas. 
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4. Problème. Un système fV angles A, B, C, etc., 
situés dans un plan, étant liés par une équation quel- 
conque F (A, B, C,...) = o, trouuer la relation qui lie les 
angles correspondants A', B', C, etc., quand on trans- 
forme la figure homo graphiquement. 

Solution. Soient P, Q les deux points correspondant, 
sur la seconde figure, aux deux points qui, dans la pre- 
niière figure, sont situés respectivement sur la droite de 
l'infini et sur les deux droites y = x/, y = — xi. 

Les deux côtés de Fangle M dans la seconde figure et 
les droites A' P, A' Q formeront un faisceau dont nous dé- 
signerons le rapport anharmonique par a\ désignons de 
même par 6, c, r/, etc., les rapports correspondant aux 
autres angles, la relation cherchée est 

/ log a log b iog c \ 

(i) Fl — r=-'> — ?='> — p='*- =o, 

la caractéristique log désignant des logarithmes népé- 
riens. 

N, B. M. Chasles, dans sa Géométrie supérieure, 
page 44^ ) § 623, ne donne la solution de ce problème que 
quand les angles A, B, C, etc., ont même sommet ou 
quand ils sont égaux. 

On pourrait se proposer la même question pour un sys- 
tème d'angles situés d'une manière quelconque dans l'es- 
pace; mais la question est alors plus complexe et de- 
mande quelques développements que nous ne pouvons 
donner ici. 

Remarque, 11 suit de là que toute relation entre des 
angles est projective; pour ne donner qu'un exemple, 
nous prendrons ce théorème élémentaire : 

La somme des angles d'un polygone plan est un mul- 
tiple de deux droits. 

Si on le transforme homographiquement au moyen du 
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problème précédent, ou trouvera le théorème de Carnot 
relatif aux segments qu'une transversale intercepte sur 
les côtés d'un polygone. 

Je ne m'arrêterai pas sur les conséquences que Ton en 
peut tirer pour les polygones inscrits ou circonscrits aux 
coniques , et notamment aux théorèmes que M. Poncelet 
a donnés à ce sujet dans ses Propriétés projectwes. 

Nous donnerons prochainement les démonstrations de 
ces diverses propositions et du théorème suivant : 

5. Théorème X. (Nous ^^i^^ons \q\ foyers (f une sur- 
face de rév^olution du second ordre les deux foyers com- 
muns à toutes les sections faites suivant Taxe.) — Le lieu 
des foyers des surfaces de résolution circonscrites à une 
surface du second ordre est un système de trois coniques 
situées dans les trois plans principaux de la surface [*) . 

On déduit comme corollaire le théorème de M. Steiner 
sur les sommets des cônes de révolution circonscrits à 
un ellipsoïde. 

6. Théorème XL Soit un cône circonscrit à une sur^ 
face du second ordre ^ tout plan cyclique du cône cou- 
pera la surface suiv^ant une conique dont le sommet du 
cône sera un foyer. 

Nous joignons ici un exemple pour éclaircir la for- 
mule (i) (p. 64). 

7. Soient un cercle et deux points A et B pris arbitrai- 
rement sur ce cercle , M un point quelconque de la cir- 
conférence , et O son centre , on aura . 

a.AMB = AOB. 

Si nous transformons la figure homographiquement, le 
cercle se projettera suivant une conique, le point O se pro- 
jette en O', et, comme il est facile de le voir, les points P 

(*) Ce sont les courbes polaires de M. Chaslcs. _ 

Ann, de Mathcmat. , l. \Il. (Février i853.} 5 
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€t Q seront les points de contact des tangentes menées à 
cette conique par le point Cy ; A et B se projetteront en A' 
et B'. Cela posé, joignons les points A' et B' au point O ^ et 
appelons a le rapport anharmonique du faisceau O P, O A', 
(yB\ CQ (en regardant les droites OP et OQ comme 
conjuguées). 

Joignons les quatre points A', B', P, Q à un point quel- 
conque M de la conique, et appelons b le rapport anhar- 
monique du faisceau MA', MP, MB', MQ (en regardant 
les droites MP et MQ comme conjuguées) ; d'après la for- 
mule (i), nous devons avoir 



/ log^ \ log<i 



ou 



2 log 6 = log « , 

et en passant des logarithmes aux nombres, 

d'où le théorème suivant : 

Si quatre points conjugués deux à deux sont sur une 
conique, le rapport anharmonique du faisceau suii^ant 
lequel ces points sont vus du pôle de la droite qui joint 
deux points conjugués est égal au carré du rapport an- 
harmonique du faisceau suivant lequel ces quatre points 
sont vus d'un point quelconque de la conique. 



NOTES RECTIFICATIVES SUR LE THÉORÈME DE H. STAUDT, 
ET SUR LE THÉORtME DE GUDERMANN. EXERCICE DE CALCUL. 



1. Staudt, tome XI, page 299. Le lemme § I (21) s'ap- 
plique à un quadrilatère quelconque , et la formule est 

(AD)^-h (BC)»~(AC)«-(BD)^ 
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On a mis, par erreur typographique , AB au lieu de AD. 

Au § X on lit : La comparaison de toutes les faces 
deux à deux donne cinquante-quatre termes analogues , 
Il faut lire quatre-vingt-seize termes, car 3.4.4 = 48. 
On dit avec justesse au § XII que, dans le cas général, le 
nombre des termes positifs , ainsi que le nombre de termes 
négatifs , est 3 mn , et pour deux tétraèdres , /?z = « = 4 . 

Nous devons cette correction à Tobligeancc de M. Cor- 
nélius Keogh , savant Irlandais habitant Bordeaux. 

2. GuDEBMÂNW, tome XI, page 4 10. Après la formule 



= iogy/i 



-f- tang X 
— tang X 



il faut ajouter que tang jr étant moindre que l'unité, on 
peut faire tang x = sin z , et alors 



/iH- sinz 

x = log 4/ -. 

^ y I — smz 

C'est ce que M. Gudermann note par ^ (z)] et, dès lors, 

., ^ , a b c a b c 

il faut changer partout -5 -9 - en ^9 -?> ^. 

Cette observation est de M". Lebesgue, ainsi que la 
suivante. 

3. Exercice de calcul j tome XI, page 448. Les deux 
équations 

ax^ -f- by^ -f- rz' -h 2 dyz -h 2 exz + 2.fxy = i , 

représentent la même surface rapportée à deux systèmes 
d'axes rectangulaires. En prenant pour chacune l'équa- 
tion aux axes principaux , comme les deux surfaces sont 
les mêmes, on a immédiatement les trois relations 
demandées. 



5. 
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THÉORÊNE SUR LE MOUVEMENT D'UN TRIANGLE DANS ON 
PIAN, 

Par m. SERRET (Paul), 

Professeur. 



Théorème. Soient a, i, c les trois côtés d'un triangle 
ABC qui se meut d'une manière quelconque dans son 
plan y mais sans varien de forme ni de grandeur^ à une 
époque quelconque du mouvement y soient f(a)^f{b)^fic) 
les rayons de courbure des courbes enveloppées par les 
trois côtés a, i, c, respectivement aux points où ces côtés 
les touchent actuellement^ on aura la relation 

a ./(«) 4- b ./(ô) -h c ./(c) = constante = 2 S , 
S désignant la surface du triangle. 



Lemme, Si les deux premiers côtés AB, AC d'uu 
triangle donné sont constamment tangents respective- 
ment à deux cercles donnés dont les centres sont c, & , le 
troisième côté BC enveloppera un troisième cercle ayant 
son centre en o. (Bobilier.) 

Soient , en effet , (3 , y les points actuels de contact des 
côtés AC, AB sur leurs cercles respectifs, et soit o l'inter- 
section des deux rayons JjS , cy, perpendiculaires aux cô- 
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tés AC , AB \ le point o sera , d'après un théorème connu , 
Je centre instantané de rotation pour la position actuelle 
de la figure; et si 1 on abaisse ooc perpendiculaire sur CB, 
le point a sera le point où BC touche son enveloppe. Pour 
démontrer que cette enveloppe est un cercle , il me suffira 
de prouver que la normale o a va passer par un point fixe , 
et c'est ce qu'il est facile de voir; car, sur la ligne fixe bc, 
décrivons un segment capable de Tangle i8o^ — A , et soit 
a le point où la droite oa va couper cette circonférence, 
qui demeure invariable dans le mouvement du triangle ; 
nous aurons 

angle Co a = B , 60 a = C. 

Donc le point a divise Tare de cercle constant cab dans 
un rapport constant ; donc le point a est fixe. 

Par conséquent, toutes les normales à la courbe enve- 
loppe du côté libre BC vont concourir en un point fixe a ; 
donc celte courbe enveloppe est un cercle ayant le point 
a pour centre. 

Remarque. Bobilier arrive à la même conclusion au- 
trement et d'une manière très-élégante [voyez sa Géo- 
métrie, page 297), en prouvant que la distance a a, reste 
constante ; mais il ne va pas plus loin , et ne cherche pas 
la relation qui peut exister entre les trois rayons. 

Cherchons maintenant une relation entre a^ b y c et 

/(«)>/(*)» /fc) • 

Pour cela, l'aire du triangle ABC étant la différence 
entre la somme des aires des triangles o AC , o AB , et celle 
du triangle o BC , on a 

(1) ^.op-f-c.07 — û.oa=2S. 

En outre, le quadrilatère inscrit ocab nous donne, en 
vertu du théorème de Ptolémée , 

(2) ob ,ac -{- ocab — oa,bc = o^ 
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Mais, le triangle abc étant semblable au triangle ABC à 
cause de Tégalité des angles, on peut remplacer dans (2) 
les lignes ac , ai , bc par leurs proportionnelles AC , AB , 
BC, ou i, (?, a\ donc on aura, à la place de (2), 

(2') b.ob -h CGC — a,oa=z o. 

Ajoutant (i) et (2') membre à membre, il vient 

.b.bf^-\-c,cy — a,aoi = 2S; 
OU bien , en prenant convenablement les signes , 

«•/(a)-h^./(6) + ^./(c) = 2S. C. Q. F. D. (*} 



SOLUTION DES QUESTIONS 258 ET 259 

(Yoir t. XI, p. SfiS) ; 

Par m. GARLIN, 

Ancien élève de l'École Normale, professeur au lycée de Lyon. 



1 . Étant données deux surfaces du second ordre , con- 
centriques et de mêmes axes, qui s'entrecoupent, trouver 
Taire du cône ayant le centre pour sommet et la courbe 
de l'intersection pour base. 

2. Exprimer, par des intégrales abéliennes, la longueur 
d'un arc de la courbe de l'intersection. (Strebor.) 

Soient 

(') 

/2) 



( * ) Le théorème subsiste pour un polygone plan quelconque , en con-^ 
sidérant chaque côté comme représentant une force » eu {grandeur et en 
direction , et appliquant le théorème des moments. Tm. 
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les équations des deux surfaces. Si on les retranche Tune 
de Fautre , on obtient 

équation d'un cône ayant pour sommet le centre commun 
des deux surfaces , et pour base la courbe de leur inter- 
section. Pour rectifier cette dernière courbe et pour ob- 
tenir Taire du cône, nous prendrons pour variable la 
longueur u de la génératrice de ce cône , en sorte que 

(4) a» = j:»-hj»-hz'. 

Nous supposerons que les deux surfaces soient des el- 
lipsoïdes, rien n'étant plus aisé que de voir les modifica- 
tions à introduire quand une de ces surfaces ou toutes les 
deux deviennent des hyperboloïdes. 

Si entre les équations (i) et (2) on élimine successive- 
ment x*^ y* et -z*, on trouve, pour les projections de la 
base du cône sur les plans coordonnés, 

(7) "' a^a" +^' —bW^ = "'- '■ 

On peut remarquer que ces équations représentent des 
cylindres dont les génératrices sont parallèles aux axes 
coordonnés. Par conséquent, les questions proposées re- 
viennent à trouver la longueur de l'arc de courbe résul- 
tant de l'intersection de ces cylindres, et l'aire du cône 
ayant cette courbe pour base et l'origine des coordonnées 
pour sommet. 

Les coordonnées des points d'intersection de la base du 
cône avec les plans coordonnés sont données par les équa- 
tions suivantes : 



(7^ 
^- = 0, 

(8) [ c'û'^ — flV ' 



Z' = 



ni fi'-i . 






(g) 1*^'"" c'b^-^b'c'^ ' 

z =r O, 

^_ b'b''{a''^a') 
[•^■-" b'a'^-^a^b'' * 

Pour que les valeurs (8) soient réelles , il faut et il 

suffit qu'on ait 

c > c' et a^'^a; 
car alors on a 

ca^ ]> ac'f ■ 

et, par conséquent , le dénominateur est toujours positif. 

D'après ces deux inégalités , la réalité des valeurs (9) 
n'entraîne que la nouvelle condition b' ^b. 

Dès lors, il est facile de voir que les valeurs (lo) sont 
toujours imaginaires. En effet, d'après les conditions cî- 
dessus , on peut avoir indifféremment 

ba' ^ ab' ou ba' <^ ab' . 

Or, si ba' ^ ab\ comm^ b <^ b\ la valeur de x est 
imaginaire. Si , au contraire, ba' <^ab\ comme a' ^ «, 
c'est r qui est imaginaire. Donc, pour que les deux sur- 
faces du second ordre se rencontrent, il faut et il suffit 
que leurs axes satisfassent aux inégalités 

D'après la discussion précédente , ou reconnaît que la 
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base du cône est symétrique par rapport aux deux plans 
principaux passant par l'axe des z \ cette courbe à double 
courbure a quatre sommets qui sont les points où elle ren- 
contre les plans XZ et YZ. Cette courbe se compose ainsi 
de quatre branches identiques , et , par conséquent , pour 
les questions que nous avons à résoudre , il suffit de con- 
sidérer une de ces quatre branches et de quadrupler en- 
suite. 

En cherchant par la méthode ordinaire le maximum et 
le minimum de la valeur de u donnée par Téquation (4)) 
en se rappelant que les variables or, y, z sont liées par les 
équations (i) et (2), on trouve que les valeurs maxima et 
minima correspondent aux rayons vecteurs des deux som- 
mets d'une de ces branches. Ces valeurs, commodes à 
calculer, sont précisément les limites des intégrales que 
nous allons chercher maintenant. 

Occupons- nous d'abord de la rectification de la base du 
cône. Les équations (1), (2) et (4) donnent les valeurs 
suivantes de x^^y^^ z* en fonction de w, 

Aw'-hB 

("} 

^=— T 
et on a les relations 

A. =: a' a'^c' b'' ^ b'c'^), 

B=za'b'c'a''{c''--b'')^-a'a''b''c'^b'^c'), 
(12) { C = b'b''{a'c'''-c'a''), 

B = a'b'c'b"(a''-'c'')-^'b'a''b''c"{c'-'a'), 

E = c'c''{b'a''--a'b"), 

F = a'b'c'c''{b'' - «") + c'a"b''c'' {a' — h'). 
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Alors les cylindres (5) et (6) se réduisent aux plans 



(i5) zz=±cc'J-^ ^, 

^ ' V fl'c'»— c>«'»' 

parallèles à XY ; le radical du second membre est réel , 
d'après les conditions établies entre les axes des deux sur- 
faces. Ainsi la courbe d'intersection est ui^des parallèles 
donnés par l'équation (i5) ; le rayon de ces cercles est 

valeur réelle. La question est donc ramenée dans ce cas à 
trouver la longueur de la circonférence d'un cercle de 
rayon connu, ce qu'on sait faire. D'ailleurs, le cône con- 
sidéré étant de révolution, la génératrice u est constante, 
et , par conséquent , on ne peut pas la prendre pour va- 
riable, comme nous l'avons fait dans le cas général. La 
formule (i3) est efl'ectivement illusoire. 

L'aire conique est facile à calculer d'après ce qui pré- 
cède. En eflfet, en représentant par da l'aire du triangle 
infinitésimal formé par deux génératrices consécutives et 
par l'élément de la base du cône, on a 

, u sin 9 
df7z=: ds. 5 

3L 

Q étant l'angle du rayon vecteur u avec la tangente à la 
base du cône. Or 



xdx -4- rdy -f- zdz du 

ces e = ^ = 3-î 

uds ds 



donc 



^=s/. 



dw 



Hs^-Js^'^'-"'"^ 
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DIVISION PRATIQUE DE U CIRCONFERENCE EN PARTIES 
ÉGALES; 

Pak m. HOUSEL, 

Professeur. 



On trouve, dans le Traité de la construction et des 
principaux usages des instruments de mathématiques, 
parBiON, page 22 [4*6(111., Paris, i752(*)], la règle pra- 
tique suivante pour diviser une circonférence en un nom- 
bre n de parties égales : Divisez le diamètre AB en autant 
de parties égales qu'on veut en avoir sur la circonférence; 
des points A et B comme centres, et avec A B comme rayon , 
décrivez deux arcs de cercle qui se coupent en C , puis 
joignez le point Q à la seconde division du diamètre^ 
cette ligne prolongée ira couper la circonférence en D, 
et BD sera la portion demandée de la circonférence. 




-Dans la figure, on a pris w = 8. 
Mais il est important de savoir quelle approximation 
donne ce procédé, et c'est ce que nous allons chercher. 
Posons 

AMC = a, ACM =6 et DOB^y. 



( * ) Beaucoup de ces instruments ont été changés et très-perfection nés, 
d'autres ne sont plus en usage. Un nouvel ouvrage de ce genre serait une 
excellente acquisition pour les mathématiques appliquées M. Schneitler 
a publié un tel ouvrage à Leipsig ; la 2* édition est de i852. Tu. 
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Dans le triangle MCA , on a la proportion 

sin a: sin 5 :: aR : 2R — 2 . — :: i : i — » 

n n 

car 

ACcr2R= AB, 

et d'ailleurs 

6 = 120 — a. 

Ensuite, comme DM0 = i8o — a, le triangle DMO 
donne 



• / X « « 3tR 4 

sm a : sin (a — 7 ) : : R : R — i — \%i\\ — -• 

^ ' n n 



On a donc 



et 



Sin a :sin(i2o — a) :: 1 : 1 — , 



sin a : sin (a — 7 ) : : i : i — -• 
n. 

En divisant chaque équation par sin a. On a d'abord 

2 



Or 



I : sin 1 20 cet a — cos 1 20 : : 1 : 1 - 

n 



v/3 I 

sin 1 20 = — et cos 1 20 = ; 

2 2' 



donc 

V3 . cet a 4- 1 n — 2 



et 



1^ 2/î — 4 /i — 4 « — 4 

\/3 col a = 3 _ I ^ 1 . cet a = -?• 

'^ '^ ' /iv/3 

Ensuite 



4 
1 : cos 7 — sin 7 cet a : : I : I — -, 

n 



ce qui donne 



CO87 
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sin 7 (/i — 4) '^ — 4 



Soit cos y = X ; on a 

f,-x»)(/i~4)» (/i — 4)' , 2jrf/i-4) 
j i — ^ ;^ -^ X — 1 



3«' 

("-4)' 1 ^-^(^-4) ^ a(/»-4)' 






3«» 



= 0; 



d'où 



a:'[3/z»-»-(/î — 4)»]— 6«(/2 — 4)j:-f-2('' — 4)*=:o, 
et enfin 



3/2-f- v^/i»-4- i6(/i — 2) 

^ = (^-4)- 3,,^(„_4), ^ - 

On rejette le signe — qui donnerait des cosinus négatifs 
dans les valeurs de n suffisamment petites. 

Il ne reste plus qu'à comparer les valeurs approxima- 
tives aux valeurs exactes ; 



Différences. 

















n= 3, 


exact. 











/i= 4, 


exact. 








- 5' 48" 


71= 5, 


7 = 71^57' 12" 


an 


lieu 


de 


72% 





w = 6, 


exact. 








5' 22 


/!=: 7, 


7.= 5i.3i. 5 


au 


lieu de 5 1.25' 4 3", 


11. 14 


72 = 8, 


7 = 45.11.14 




id. 




45, 


16.40 


r^^ 9» 


7 = 40. 16.40 




id. 




40, 


21,24 


7Ï= 10, 


7 = 36.21.24 




id. 




36, 


25.14 


72 = II, 


7 = 33. 8.52 




id. 




32.43.38,. 


29.45 


n = 12, 


7 = 30.29.45 




id. 




3o, 


31.58 


71 =r 1 3 , 


7 = 28 . 1 2 . 3o 




id. 




27.41.32, 


32.56 


72= l4. 


7 = 26.15.48 




id. 




25.42.52, 


34.30 


77 = l5, 


7 = 24.34.30 




id. 




24, 


35.54 


72=i6, 


7 = 23 . 5 . 54 




id. 




22. 3o, 


36.37 


7/:=I7, 


7 ==: ?. I , 47 . 1 2 




id. 




21 . 10. 35- 



( 8o ) 

Les différcDces augmentent comme on devait s'y at- 
tendre, mais très-lentement. 

Le calcul a été poussé jusqu'au polygone de dix-sept 
côtés que l'on sait maintenant inscrire exactement \ mais 
la construction qui résulterait des calculs de M. Gauss se- 
rait tellement pénible , que cette approximation vaudrait 
encore mieux dans la pratique (*). 



SOLUTION DE LA QUESTION 25 

( Tolr t. I , p. 247 ) ; 

Par m. h. FAIJRE. 



Théorème L De tous les cônes inscrits dans un seg- 
ment sphérique^ celui qui a pour sommet le pôle de 
la base a le plus petit angle solide. La somme de deux 
angles solides des cônes qui ont pour sommets respcctijs 
les pôles de la base commune, est égale à 4. (Catalan.) 




B 

Démonstration. Soit S le sommet du cône*, menons 
par ce point et le centre de la sphère un plan perpendi- 
culaire au petit cercle de base; AB sera le diamètre de ce 
cercle, SA, SB les génératrices minimum et maximum 
du cône. Pour déterminer les pôles D et E du petit cercle, 
abaissons du centre O une perpendiculaire OK sur AB. 

(*) Cp problème est aussi résolu dans la Géométrie de M. Catalan. 
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La droite SD sera Taxe de notre cône ^ et si , pour me- 
surer Tangle solide, nous décrivons du point S comme 
centre, avec un rayon quelconque , une sphère , elle cou- 
pera Taxe en F. Menons alors par ce point un plan tan- 
gent à la sphère S; le cône y déterminera une ellipse 
dont rdlipse sphérique tracée sur la sphère S peut être 
considérée comme la perspective relativement au point S. 
Ces deux surfaces seront évidemment minimum à la fois. 
Si Ton appelle G , H les points où le plan Ungent que 
nous avons menié rencontre les génératrices SA , SB de 
notre cône, la trace GH sera l'un des axes de l'ellipse 
plane , l'autre se trouvera projeta en F. Or, le premier 
ayant une longueur constante , la question se trouve ra- 
menée à trouver le minimum du s6cond« Cela est bien 
simple^ car^ si Ton suppose aux points C et F deux per- 
pendiculaires au plan de la figure , elles rencontreront la 
génératrice du cône projetée sur SD en des points C et 
F', tels que CC : FF' :: SC:SF; d'où 

où FF' est le second axe ^ mais 

ce = i/aC.CB = v^SCJCD; 
donc 

FF'=: i/^.SF. 



/CD 

Vsc- 



Et l'on voit sous cette forme que le rapport de — sera 

se 

minimum lorsque le point S se confondra avec le point £. 
Quant à la seconde partie de la question , elle n'est pas 
moins évidente : il suffit de se rappeler la définition que 
l'on donne pour la mesure de Fangle solide d'un cône. Or 
on voit facilement qu'en divisant l'aire de l'ellipse sphé- 

Ànn. de Mathémat,, t. XH. (Mars i8:3.) 6 
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rique par ^ de la surface totale de la sphère, on obtient 

un quotient proportionnel à l'angle solide. D'après cela, 
si nous désignons par D et E nos deux angles solides , on 



trouvera 



_ . arcAEB _ , arcADB 



circonf. OD circonf. OD 

en donnant, pour plus de siniplicité, aux sphères auxi- 
liaires le même rayon qu'à la sphère donnée. On déduit 
delà 

D4-E=r4(*). 



NOVVEllE miOGIB DE L'ALGÈBRE ET DD CALCUL INTÉGRAL; 

Par m. E. BRASSINNE. 



Soit f{x^y^ y',. . .,J^"'0 = ^5 ^"^ équation difle- 
rentielle linéaire de Tordre m ; changeons y en ju 
{u étant une fonction indéterminée de x)^ nous aurons le 
développement suivant : 



L'expression (i) est bien connue des géomètres, et 
d'Alembert en fait usage pour démontrer un théorème 
de Lagrange. Le premier terme du second membre est 
Téquation proposée elle-même, multipliée par m. Le se- 
cond terme contient une fonction que nous avons désignée 
pary{jt:,j^,j^'. . .). Cette fonction , quej'ai appelée con- 
juguée première, dans un Mémoire sur la composition des 

( *) C'est par erreur que le théorème est attribué à M. Catalan. 
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équations diirërentiellcs, s*obticnt en dérivant la proposée 
par rapport aux ordres différentiels, comme en Algèbre on 
dérive par rapport aux exposants. Si, par exemple, on a 

on trouvera 

Les fonctions "f{x, y, y' . ^ .), V{jc,f, y' . . .), etc., 
correspondent aux dérivées secondes, troivsièraes, .... 

Cela posé, supposons que m soit une fonction de .r, 
développée ainsi qu'il suit : 

= M -h Nax 4- Pa'a:^-h 

Faisons, pour plus de simplicité, M = i, N positif. Eh 
portant cette valehr de u dans l'équation (i), on trouve 

( A^.y. {y^Y- •] ^A^.y. /• • (» -^ Na^ +. . .) 

(2) | + a/(j:, /,/... )(N 4- 2Pax-f....) 

Ce développement fait voir que le premier membre et le 
premier terme du second membre resteront de même 
signe, quel que soit x, lorsque a sera infiniment petit, si 
l'on substitue pour j^ une fonction quelconque de x. Mais 
si cette fonction de x, que nous appellerons 9(x), est 
une intégrale de la proposée (nous supposerons la con- 
stante qui la multiplie égale à i), le premier terme du se- 
cond membre sera identiquement nul; de sorte que, dans 
le cas de a positif et très-petit, le premier membre aura 
le même signe que '/{^-iY-ij'' • •)• Mais si, dans Tex- 

6. 
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pression de m, on supposait a Irès-pelit et négatif, le 
premier membre serait de signe contraire à 'f{oc^y^ y'***) • 
D'où résulte ce théorème : Si, dans une équation diffé- 
rentielle linéaire, on substitue, au lieu dey, 

(pa?(i -f-Nax H-. . .) et <f{x){i — Na;r-h..,), 

(p (x) étant une intégrale de cette équation, les deux 
substitutions donneront des résultats en x constamment 
de signes contraires si a est très -petit. 

Le théorème suppose que y (x) ne soit pas une inté- 
grale de la fonction 'f [x,y^y' , . .) =. o,' cav alors le 
changement de signe de ot ne changerait pas le signe du 
second membre; mais le théorème subsisterait, si un 
nombre pair de fonctions y, "f, '"f,. . ., était annulé par 
)'=r y (j:). Ce cas, qui correspond en Algèbre à celui des 
racines égales, entraîne pour la proposée, indépendam^ 
ment de ç(.r), des intégrales 0^:9(0:), x^(f[x),x^(f(x),.,., 
en même nombre que les fonctions 'f, "j\ "'J\ . . . , annulées , 
comme on peut le démontrer par l'équation (2), et 
comme je Tai fait voir dans un Mémoire de 1842. 

Remarquons que si la fonction indéterminée u était 
représentée par e*', les expressions yi = e**y(r), 
j^j = e"""'<p (jc) représenteraient des courbes au-dessus 
et au-dessous de la courbe j^ = 9 [x) , fournie par l'in- 
tégrale. 

Le théorème que nous avons énoncé a une réciproque 
évidente. Si, par exemple, deux substitutions <f{x) e*', 

(p [x) e"" '^^ donnent, dans la proposée ^(x,;^,^^',.-»)» ^^ 
résultats en x constamment de signe contraire , a étant 
très-petit, y [x) sera une intégrale de cette proposée. 
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SUR UN PROBLÊME DE COMBINAISONS; 

Par m. E. PROUHET. 



I. 

La question que je me propose de résoudre est la sui- 
vante : Combien y a-^t-il de manières de résoudre m équa- 
tions à m inconnues, en variant autant que possible 
V ordre des éliminations et des substitutions ? 

Soient R„ le nombre cherché et E„ le nombre des ma- 
nières d'éliminer une inconnue entre n équations. 

L'ordre dans lequel on dispose les m inconnues, pour 
chasser successivement les m — i premières, peut être 
varié de i. 2. 3,...,, m ou de P„ manières, ce qui fait 
d'abord P,„ modes de résolution distincts. 

Maïs la première, la seconde, la w'^'"* inconnue peu- 
vent être éliminées respectivement de E,^, de E,^_i, de E„ 
manières. Le nombre des modes déjà trouvés doit donc 
être multiplié par le produit E,„E„,_i,..., EaE,. 

Ensuite, quand on aura trouvé n — i inconnues, il y 
aura n manières d'en obtenir une w*^'"* en résolvant une 
quelconque des n équations qui renferment cette inconnue 
avec les « — i premières. Il y aura donc deux manières 
d'obtenir la deuxième inconnue , trois manières d'obtenir 
la troisième, etc., ce qui multiplie encore par P,„ le nom- 
bre des modes déjà trouvés. 

De sorte que nous aurons , en définitive , 

Rfl, = P^ Em Em_i ....,.£;, Ej. 

IL 

Il s'agit maintenant de trouver E,„, E,„_i, etc., ou sim- 
plement E,„5 c'est-à-dire de résoudre ce problème : Com- 
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bien y a-t-il de manières d'éliminer une inconnue entre m 
équations? 

Désignons ces équations par les nombres t , 2, 3 , . . . , m . 
Pour en chasser une inconnue x , il faut éliminer m — i 
fois X entre deux de ces équations, en ayant soin d'em* 
ployer chaque équation au moins une fois. D'après cela, 

si Ton forme les — combinaisons deux à deux des 

m premiers nombres , savoir : 

(1.3) (2,3) 

(1.4) (2,4) (3,4) 

(1.5) (2,5) (3,5) 

. . .N 

(I,W) (2,/w) (3,/ll),..., (//l — l)/«, 

les diÛërents modes d'élimination que l'on pourra em-* 
ployer correspondront aux combinaisons m — i h m — i 
des termes de ce tableau , en excluant celles où manque- 
raient quelques-uns des nombres i , 2,. . . , m. 

Pour abréger le discours, nous réserverons le nom de 
groupe aux combinaisons dont nous venons de parler. 

III. 

Le nombre total des groupes possibles est 

C ", 

l'indice inférieur désignant le nombre des couples qui 
entrent dans chaque combinaison, et l'indice supé- 
rieur T„4 servant à représenter le nombre triangulaire 
iH[m — i) 

1.2 

T„,_, étant le nombre triangulaire égal ou immédiate- 
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ment supérieur km — i , il ne pourra manquer dans au- 
cun groupe plus de z nombres; car si Ton ôte du tableau 
qui renferme tous les couples les ^ -H i premières co- 
lonnes , les T,„«,»i couples restants ne peuvent former de 
groupes , puisqu'on a , par hypothèse , 

On aura donc 

C " =:Xo-hX.-f-X,4-...-+-X„ 
m— I 

Xo désignant le nombre des groupes où ne manque au- 
cun nombre, Xi le nombre de ceux où il en manque un 
seulement , Xs le nombre de ceux où il en manque deux, 
et ainsi de suite. 

IV. 

On peut déterminer d'abord X,. Si sur les T„j couples 
on laisse ceux qui contiennent z nombres pris à volonté, 

les T„»„, autres couples fourniront C ^ ' groupes où n'en- 
trent pas les z nombres considérés. La même opération 
pouvant se répéter autant de fois qu'il y a de manières de 
prendre z choses sur m , on aura 

X, = c; c^7'. 

Tous les X seront donc Xîonnus si l'on parvient à établir 
une relation entre X, et X,^.! , X,^^â , etc. 



A cet effet , considérons / nombres sur m , par exemple 
I, 2, 3,..., i; 

les groupes où n'entrent pas ces nombres s'obtiendront en 
combinant m — i à m — i les T,„., couple où ces nom- 
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brcs manquent. La même chose ayant lîeii pour chaque 
manière de prendre i nombres sur m, on voit qu^en prenant 

m T ; 

c,- C7 ' 

on sera sur de compter, et chacun une seule fois, les 
groupes où n'entrent pas i des m nombres ; mais il faut 
en retrancher les groupes où manquent plus de i nombres. 
Or, tout groupe où manquent / + i nombres, par 
exemple 

1,2,3, ... ,f,l-h I, 

fait partie des groupes où manquent i de ces nombres, ei 
est compté /+i fois. Il faut donc d'abord déduire du 
nombre précédent (« H- 1) X,^.i. 

Un groupe où manquent 1+2 nombres , par exemple 

1,2, 3, .. ., I, /-hi, «4- 2, . 

fait partie des groupes où manquent f de ces nombres , et 

est ainsi répété ^-^ '- fois. On aura donc à dé- 

*^ 1.2 

duire, pour les groupes de celte classe, ^-^ • X^^. 

On verrait de même qu'il faut déduire, à cause des 

groupes où manquent 1 + 3 nombres , le nombre 

(i4-i)(«-+-2)(i4-3)« * . . j '. r\ 

' -^ ^ ^X^j, et ainsi de suite. Un aura 

donc 

(/+»)(i-4-2)(iH -3)^ 

r^ ^'■'■^ ~' • • • 

VI. 

Si Ton fait successivement, dans cette formule. 
z — 3, on trouve, toutes réductions 
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faites, 

s — I m — I I s n—i 

( Z \) Z m T^ , 

1.2 * «-• 

'~* ' ï— 3 m— I j *— î «—I 

1.2 »-i «-1 1.2.3 * «-I ' 

formules dont la loi est évidente et qui donnent, par 
induction , 

" ^» m—i I «—I m— I 

çt , si l'on fait « = o , 

T T T T 

Xa = C *" — C* C """* 4- C" C """' — C" C *"■* 4- 

^^ «—I I m— I ^^ a m— I ^3 m— i ^^ • • • • 

Mais Xo n'est autre chose que ce que nous avons désigné 

en commençant par E,„. Donc notre problème est résolu. 

Comme rérification, on s'assurerait facilement, d'après 

les formules précédentes, que la somme des nombres Xo , 

X,,X8,...,X. est égale àCJ^.r 

vn. 

Le nombre R,^ croît très-rapidement avec son indice , 
comme on en jugera par le tableau suivant : 
E;=i, R2 = 4, 

E3 = 3, Rj .:.- 108, 

E4 = 16, R4 = 27648, 
Es= i35, R5 = 1221 12000, 
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Nous remarquerons, en terminant, que quelques-unes 
(le nos formules peuvent servir à résoudre des problèmes 

relatifs à la géométrie de situation. Ainsi Xo, 



— » 
m 



1 .2.x 
— ^— ^ — —i indiquent respectivement le nombre de ma- 
nières de mener m — i droites entre rw, m — i, 
m — 2 , etc. , points , de 'telle sorte qu'aucun de ces points 
ne soit isolé. 



THÉORIE ANALYTIQUE DES FAISCEAUX PLANS. 



Rapports composés fasciculaires plans. 

1. Écrivons un système de 2/i équations représentant 
un faisceau plan de 2/1 rayons, savoir : 

r— P = û, (^ — a), j — p = a,(;c — a),..., 
r— P==as»(x—a). 

Considérons les ^n quantités ^i , ^s ) • • • 9 ^t» comme les 
2 /* racines d'une équation , et formons, avec ces quantités, 
un rapport segmen taire composé (page 29). Ce rapport 
est dit rapport composé du faisceau, ou rapport fascicu- 
laire, et il y a autant de ces rapports qu'on peut former 
de rapports composés segmentaires avec an quantités 
[voir tome VI , page 68). 

Obseivation. Par l'origine menons des droites paral- 
lèles aux rayons du faisceau. Les équations de ces droites 
sont 
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o: = I est Téquation d'une droite parallèle à l'axe des y ; 
les dîflférencej telles que a^ — a^ , a^ — ^g, etc. , sont les 
différences des segments interceptés par les rayons sur la 
parallèle. Le rapport composé fasciculaire est donc un 
rapport segmentaire qu'on peut convertir en rapports 
triangulaires et sinussiques (tome VI , page 67). 

2. Théorème. Étant donnés Sn points dans un plan 
et la valeur d'un rapport composé d'un faisceau qui 
passe par ces points, l* équation du lieu géométrique 
du sommet du faisceau qui passe par ces points est une 
ligne de degré n qui passe par les 2n points. 

Démonstration. Le numérateur du rapport fascicu- 
laire est un produit de n facteurs de la forme fl^ — a,, et 
l'on a 



Or- 

a Xr 



a , |3 sont les coordonnées du sommet du faisceau 5 Xr , 
jry etc. , sont les coordonnées des points^ donc 

(a — Xr)(a — a?,) 

Ainsi le numérateur est un polynôme de degré n relative- 
ment à a et P, divisé par le produit des 2» facteurs 
(a — Xi) (a — Xj) . . . (a— Xi.,)] il en est de même du 
dénominateur. L'équation du lieu cherché est donc 

(i) P=:/»Q; 

P et Q sont des polynômes eu a , j3 de degré n^elm est la 
valeur du rapport fasciculaire. 

Si l'on prend un des points donnés pour origine , la 
quantité toute connue s'annule. La courbe passe donc 
par ce point , et par conséquent la courbe passe par les 
2n points. 
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Faisant P=o, Q = o, l'équation (i) est satisfaite, 
quel que soit /; : les courbes passent donc par les mêmes 
n' points. Outre les 2 /* points , les courbes ont encore en 
commun n(n — 2) points. Si les 2n points donnés sont 
sur une ligne de degré n — i^les n(n — 2) points sont 
sur une droite. 

L'équation générale d'une courbe de degré // renferme 

— ^ ^ coefficients; l'équation (i) renferme 4^1 H- i in- 
déterminées, savoir les coordonnées des an points et la 
valeur m du rapport. On peut donc , généralement par- 
lant, identifier l'équation (i) avec une équation donnée de 
degré n , tant que n est moindre que 6 , et il y a des don- 
nées qu'on peut prendre arbitrairement. 

2. ^application, w = 2. Un faisceau de quatre rayons 
donne les trois rapports anharmoniques directs 

a^ — ûi Û4 — Oi a^ — «, a-x — «» 

«3 — ûa «4 — ^1 ^4 — «3 «a — ^i 



= /W3, 
at — a^.a^ — a, 

/Wj — w, ma = 1 ( Géom. sup.y p. aS ) , 
/W3 — /713/113 = I , 

— /»! m^m^ ■=: I , 

Ces trois rapports sont essentiellement inégaux et racines 
de réquation 

X* — px^ -H [p — 3):c-+^i =0, 

où p est la somme des rapports. 

Faisant le calcul pour le premier rapport, on trouve 

P = w.Q, 
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OÙ 

•+- «[(r» — r. ) (-«^4/2 — r4^t) -h (j* —ri ) (^aj. — ra^O] 
-4-(r3^i — ^3ri)Cr4^2 — ^472). 

On déduit Q de P en changeant rîndîce 1 en 2 et Tindice 
2 en I, et laissant les indices 3 et 4 tels qu'ils sont. 

Les quantités telles que ^ sont les coefficients an- 

X3 — JTi 

gulaires des côtés du quadrilatère, et les quantités telles 
que :-^-^ — sont les coordonnées «1 l'origine des 

X^ — Xi 

côtés. 

Prenons pour axes deux côtés consécutifs du quadrila- 
tère. A cet effet , faisons x^ =j^i = o , j^t = o , a:» .= o 5 
alors Téquation se réduit à celle-ci : 

/;/, x^x^ p» -+• [ /w, (0:473 — JCar4 ) -f- 73 (J?2 — J?4 ) J «p 
-+■(1 — wO/aJ^a' — w, or, 0:4/3^-1- f/w, — l) XJ7374 a = o. 

Faisant a = Xi\ on obtient 

/î/, x-ifi — ^,73 -H -2:473 

R r= • 

*^ w, ^4 

Ayant ainsi un cinquième point de la conique, on peut la 

construire géométriquement. 

Faisant m = — i , on a la conique correspondant à la 

iHîlatîon harmonique. Les deux autres rapports sont 2 

I 
et - . 
2 

Pour la conique répondant au second* rapport , on a 
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donc 

P' 

P= W,/W,P'=r , P'=W3P, 

et 

Q= — /Wj/WaP, /7î,Q = P; 

ainsi le second rapport donne la même conique que le 
premier. Il en est de même du troisième rapport, résultat 
évident à priori. 

3. j4 pplication , w = 3; 

«, «2 . «3 — /?< . «s <7s 

= /W| 5 

on a 

P = [« Cr» ■— /•) -H 6(x, — X,) -h (j.Xa — . x,/.)] 

Changeant a en 4? 4 Ç** 6, 6 en 2, et vice versa, on obtient 
Q , et Téquation cherchée est 

P:r:/«,Q. 

Les quantités telles que -^ 5 *^^— ^ ^— 9 etc. , sont 

Ji — Ta /i — y J 

données en fonction des angles et des côtés de Thexagonc. 
Si Ton prend trois rapports tels, que Von ait les mêmes 
équations qu'au § 2 , on démontre , comme ci-dessus, qu'à 
chaque rapport répond la même courbe du troisième 
degré. Ou a en tout quinze rapports ^ ainsi il y a cinq 
courbes différentes. 

Fonctions d* inv^olution et involutions , 

4. Peoblème. Soit réqualion 

donnant à V indice n successii'ement les valeurs i , 2 , 3, 
4,5,6,0/2 obtient les équations de six droites passant 
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par V origine : quelle relation doit exister entre les six 
coefficients angulaires a^^ a^^ , , , ^ a^ pour que le fais- 
ceau soit en inuolution P 

Solution. Supposons que les rayons conjugués corres- 
pondent respectivement aux coefficients ai , a^ *, a^^ ai,] 
a^j as» La droite parallèle à Taxe desj", représentée par 
l'équation 

j: = a, 

coupe le faisceau en six points en involution ; les trois 
équations relatives aux trois couples en involution sont 

j»—-a7(o, -+-«,) 4-flr,fl2a'= o, 
j'— a/ (flTj 4- a^) -H a^à^a^z^ o, 
v^^aj («/j H- Oi) -h /'/5«ea'= O. 

Pour que les points soient en involution , le déterminant 
formé par les coefficients doit être nul (page 27)^ donc 
on a la relation 

^ ^ ( +fl5«e[û|-+-«^--(«3^-^'4)] = 0• 
5. Lorsque cette expression n'est pas égale à zéro , elle 

porte le nom de fonction rTim^olution du faisceau. 

6. Théorème. Le lieu du point duquel menant sir 

droites à six points situés dans le même plan y on forme 

un faisceau dont la fonction d'inuolution est constante, 

est une ligne du sixième ordre. 
Démonstration , 

Notation, x,,^,; or^j^j. . . ; J^sj /g, coordon. des points fixes; 
a,p, coorilonnées du centré du faisceau; 
w, valeur constante de la fonction d'involulion. 
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Les équations des six rayons sont 

y — p = flf. (ar — a), y — p = «, (x — a) , . . . , 

r — p = «6 (•« — «); 



d'où 



a, == 2 , • • •? tf c = ^ • 

a — JT, a — x^ 



Il faut substituer ces valeurs de aj , . . . , ae dans la fonc- 
tion d'învolution. 11 est évident que le membre à droite 
de l'équation est évidemment 

rw (a — x,)(a — ar^), . .(a — X^). 

L'équation est donc du sixième degré ^ car le facteur en m 
ne se trouvant pas dans le membre à gauche , générale- 
ment parlant, aucune réduction n'est possible. Cherchons 
le membre à gauche, en réduisant toyt au même dénomi- 
nateur; faisons 

P'=r (a — X4){a— j:s){a — Xg); 
alors 

a,<7,«3=rPP'. 

Changeant dans ce produit Pîndice 3 en 4 5 et vice versa y 
on aura 

on obtient de même 

u^a^U:, et a^a-ia^\ 
on a donc ainsi 

Augmentant dans cette expression tous les indices de deux 
unités, et écrivant i au lieu de 7 et 2 au lieu de 8, on 
aura 

a^a, \a^ 4- «e — [a, 4- û,)] ; 

de cette dernière expression on déduit de même 

«s«« [«I -+- «ï — (^3 -h «0]- 
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On voit facilemçul que les termes supérieurs au troisième 
degré et le terme a/3 disparaissant, Téquation cherchée 
est 

, I Aa'-t-A'p4-Ba>p-|-B'ap»-hCa'-4-C'p» 
^ 1 +Da + D'PH-F = /if(a~^.)(«-.^0(«-^3)...(« — ^e), 
où 

A =^ytMrz -+- j4 -- ix, -h r«)] -4-^3^4 [n 4-r« •- (r. h-j.)] 

-H ^6/6 [j. -4-72 — Cts -f-ri)], 
B = (x.j, 4- Xa7, ) [rs 4-74 — (js 4- Vfi)] 

-f- (^3/4 4- ^4 ja) [V* 4-r« — (ri -HrO] 

■+• (^*r6 4- are^s) [j. 4-J, — (73 4-74)] 

4- Xtjr^ [^3 4- JT^ — ( j:5 4- Xe) ] 4- 73^4 [ •«^6 4- J^c — (a:. + ^, ) ] 
4-7576 ï^i 4- ^2 — ( JJa ^ ^4 )], 
C = 7170^3 (^1 4- ^5 4-^3) 4-7«7274 (^i 4- a:, 4- J?4 ) 
4- 7t727s (•^« 4- ^2 4- ^i) 4-r»7»76 (^1 4- :r, -h J?») 
4- 7374J5 (^3 4- X4 4- X5) 4- 73747e ( J?3 4- JP4 4- ^e) 
4- 737471 {^3 4~ a?4 4- ^. ) 4-737471 (-^3 4- 0^4 4- X, ) 
4- 757e7i (^6 4- J^fi 4- ^, ) -h 7&76^'2 {^» 4- J:*c 4- J:0 
+ 757e73 (^5 4- ^6 4- ^3) 4-757*74 (^5 4- ^e 4- ^4 ) , 

D = 7i72 {^3 4- ^4) (73J?3 4-74 -2^4 — 7&'^5 -- 7fi'=P«) 
4- 7374 (^5 4- ^«) (75^5 4-76ar<8 — 7,x» —7,0?,) 
4t 757« (^« 4- ^2) O'i X, -h 72^2 —78-^3 •— 74 «^4 )i 

F =7t7a'^i-^2 (75^:5 4-76^« —73-^3 —74^4) 
4-7374-^3«2'4 (7»^i4-72J^2 — 75^5 — 7e^fl) 
4- 7576 •'^s^e (73 ^3 4- 74^4—71^1 — 72^0- 

En changeant x en j et j en x, on déduit A' de A, B' 
deB,C'deC, D'deD. 

On peut choisir l'origine et les axes de manière que 
Ton ait 

j:i=:j,=:o, 73=0, ^j = o; 

alors la quantité toute connue s^annule; la courbe passe 
donc par le point (x, , ji) ; donc la courbe passe par les 

Ànn, de Mathémat., t. XII. (Mars i853.) 7 
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six points donnés. Si l'on faila=jt:i, on a une équa- 
tion du troisième degré en j3 ; dont une des racines est y^ , 
et les deux autres racines donnent deux autres points^ de 
même pour a = x^^ etc. Donc, quelle que soit la valeur 
de m, la courbe passe par dix-huit mêmes points. 

7. Si m = o , le faisceau est en involution , et la courbe 
est du troisième degré passant par les six points donnés. 

Réciproquement , étant donnée une courbe du troisième 
degré , s'il s'agit de trouver sur la courbe six points tels , 
qu'en les joignant à un septième point de la courbe on 
obtienne un faisceau en involution, il faut identifier 
l'équation donnée avec l'équation (i), ce qui donne neuf 
conditions pour Jouze inconnues (*), 

8. Le tbéorème VI peut se généraliser. Prenons dans 
un plan 4^^ H- 2 points, et désignons les coordonnées de 
ces points par x^ , j,; :ta , js 5 . . . ; x^n+i , j4n+2 , et d'un 
point (a , P) du plan menons 4^^-4-2 droites à ces points ; 
les équations de ces droites sont 

j — p=r^,(a; — a), . 7— p=:T«,(a:— a)..., 

et 

Ecrivons la fonction 

Mt -f- Mj -+■ M3 -h. . . -hM4„4.2 = w, 
ou 

„ r («an+i-hûan+a- • •) "1 

M, = «,«303. . -^jn , , , vh 

on déduit M^de Mj en ajoutant 'in — i à chaque indice, 
et lorsque la somme dépasse 4 'ï -h 2, on n'admet que le 
résidu de la somme divisée par J^n-^- 2. On déduit de 
même M3 de Mg, et ainsi de suite; m est un nombre donné. 

( *) Voir Cayley, Journal de Mathématiques , tome IX. 
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Remplaçant dans cette fonction aj, a^, etc., par leurs va- 
leurs en a, /3, x^^ /,, etc. , on obtient une équation dont 
le membre à droite est évidemment 

/?i(a — j:,)(a — X,). . . ( a — ^4 ,^.J) , 

et par conséquent de degré 4'^+ 2*, mais le membre à 
gauche est de degré 2 » -h i , et lorsque m = o , la courbe 
est aussi de ce degré. On voit d'intuition que (ajS)* ""^^ dis- 
paraît-, il est facile aussi de s'assurer que les termes 
(5* "+*«**, a*'"*"*(3 s'annulent. Mais je n'ai pas encore la dé- 
monstration générale. On prouve aisément que la courbe 
passe par les 4 'i -h 2 points. 

9. Les propriétés segmentai res de ce genre qui appar- 
tiennent aux courbes de degré n , appartiennent aussi aux 
courbes de degré inférieur; par conséquent, une courbe 
du troisième degré peut se décomposer en un système 
d'une courbe du deuxième degré et d'une droite. 



QUESTIONS. 



270. Soient un triangle ABC et un point p dans le plan 
du triangle -, par le point p menons trois droites, de sorte 
que p soit le milieu de la partie /r' interceptée entre les 
côtés a et i , de la partie 55' interceptée entre i et c , et de 
la partie tt' interceptée entre c et a ; les six points /•, /'', 
j, s\ tj t' sont sur une même conique M. Menant par le 
sommet A une droite a formant, avec les trois droites b^ 
c, pA, un faisceau harmonique, et, d'une manière ana- 
logue , une droite (3 en B et y en C, il existe une conique 
M' qui touche les trois droites a , P , 7 en A , B , C , et In 
conique M' est homothétique à la conique M. 

(Steiner.) 

271. Mêmes données. Par le point p et les sommets 

7- 
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Â, B, on mène trois droites rencontrant respecti- 
vement les côtés a, &^ c en ai, biy c^] si Ton a 
Ap.Bp.Cp = aip.bip,Cip^ le lieu des points p est 
une ellipse circonscrite au triangle, et ayant pour centre 
le centre de gravité du triangle. (Steiner.) 

272. a , 0c ^ &, |3 ; c, y étant les foyers de trois coniques 
inscrites au même quadrilatère^ on a cette relation 
acoLC ay.oi.y 



^.pc ^7.p7 



(Steiner.) 



NOTE SUR \m RÉGENTE PUBLICATION (*). 



1 . Angles trièdres. Chaque face d'un angle tn'ède 
(sic) est plus petite que la somme des deux autres. 

Que signifie ici le mol face? En y réfléchissant, on 
devine facilement ce qu'on a voulu dire. Pourquoi em- 
ployer dans les sciences exactes des locutions énigma- 
tiques ? La proposition 21 du livre V de Legendre est 
ainsi conçue : Si un angle solide est formé par trois 
angles plans, la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisième. C'est là le langage 
d'Euclide (liv. XI, prop. 20). D'après l'énoncé officiel y un 
élève pourra croire que, dans un tétraèdre, chaque face 
est toujours plus petite que la somme des deux autres. 

2. Eclations entre le carré du nombre qui exprime la 
longueur -du côté d'un triangle opposé à un angle droit, 
aigu ou obtus y et les carrés des nombres qui expriment 
les longueurs des deux autres côtés. 

C'est ainsi qu'on prétend formuler le théorème de 
Pythagore et ses deux corollaires. 

(*) Moniteur» 3o novembre i85a. 
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On croyait impossible d'introduire dans la Géométrie 
le style des Précieuses Ridicules : c'est une difficulté vain- 
cue. En se tenant strictement à l'énoncé o^ciie/, je ne vois 
pas même moyen de démontrer le théorème. Aussi je reviens 
toujours à mon éternel postulatum, à l'impérieuse néces- 
sité d'introduire dans les Commissions mathématiques^ 
non-seulement des kommes instruits y comme on les ap- 
pelle, mais des mathématiciens sérieux^ j'appelle ainsi 
des savants qui font de cette science une étude spéciale, 
permanente , en suivent les progrès et y contribuent. Dans 
la composition de ces Commissions, on n'a égard qu'à des 
positions hiérarchiques; tandis que dans la république 
des lettres , et celle-là subsiste à Constantinople aussi bien 
qu'à Philadelphie, la seule hiérarchie valable est celle 
que la science assigne : toute autre est non avenue. C'est 
dans cet esprit qu'Euclide disait déjà au roi Ptolémée : 
En Géométrie, il n'y a pas de sentier royal. 

Ainsi le veut le bon sens. Aussi ne suîs-jé nullement 
surpris qu'on ne le veuille pas (*). 

BÉNOKSTRATION ÉLÉHENTAIRB D'UNE PROPRIÉTÉ DE U 
PROJECTION 8TÉRÉOGRAPHI0VE} 

Par le P. LECOINTE S.-J., 

- Professeur au Collège Saint^Michel , à Saînt-Étienne. 



Dans le tome VII , page 272 , an Journal de Mathéma- 
tiques de M. Liouville, M. Chasles a donné une démons- 
tration de la propriété de la projection stéréographique , 
qui consiste en ce que le centre de la projection d'un 
cercle est la projection du sommet du cône circonscrit à 

{*) Dans plusieurs Traités estimables de Géométrie, on rencontre le 
mot y<ice pris dans le sens d-affg/r> mais à tort; Euclide a raison, et avec 
lui Legeodre et Lacroix. 
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la sphère suivant ce cercle^ propriété qui revient au théo- 
rème suivant de Géométrie : 

Un cercle quelconque étant tangent à une droite ÂB au 
point C, si TN, TK' sont deux tangentes menées d'un 
même point T à ce cercle, N et N' leurs points de con- 
tact respectifs, XX' le diamètre du cercle parallèle à 
AB, w, n\ t les points de rencontre des droites WC, N'C, 
TC avec XX', on a 

tn =z tn'. 

La démonstration du célèbre géomètre , quoique 
simple , peut encore recevoir une simplification , en ce 
qu'il n'est nullement nécessaire de recourir à la Trigono- 
métrie , ainsi que nous allons le voir. 

Soit I le second point de rencontre de TC avec la cir- 
conférence du cercle , et menons les cordes NI , N'I. 

Les deux triangles NTI, NTC étant semblables , ainsi 
que les deux triangles N'TI , N'TC , on a 

NC"~TC' N'C""TC^TC' 
d'où 

^'^ NC""N'C' 

Maintenant , les deux arcs CX , CX' étant égaux comme 
interceptés entre parallèles , les deux triangles «*C, NCl 
sont semblables , ainsi que les deux triangles n'<C , N'CI , 
et Ton a , par conséquent , 

«£_ _ N£ /iV_N^I 

d'où, en vertu de l'égalité (i), 

/îf = /?'f(*), c. Q. F. D» 

(*) \oir Catalan» Théorèmes et problèmes de Géométrie, page 3oi- 



( »o3 ) 



MÉLANGES. 

\, L*expression hybride homofocale a été récemment 
introduite dans la science, je crois, à Toccasion des belles 
découvertes de M. Lamé (1837); mais Texpression légi- 
time homocentrïque y existe depuis longtemps; ainsi on 
a un ouvrage de Jérôme Fracastor, intitulé : Homocen" 
tricasiye deStellis; Vérone, i538j il fait mouvoirlcs pla- 
nètes dans des cercles concentriques. Fracastor, né à Vé- 
rone, en 1483, était médecin, philosophe et poète; il 
est mort en i548« L'ouvrage de Copernic, de Rcx^olutio- 
nihiis orhium cœlestium, qui a fait disparaître toutes les 
anciennes hypothèses, n'a paru qu'en i543, année de la 
mort de Tillustre chanoine de la cathédrale de Wiarme; 
imprimé à Nuremberg, l'exemplaire qui lui était destiné 
parvint à Wiarme le jour même, et quelques heures prias- 
qiiam animam efflaret, videret quidem et contigent, sed 
erantjam tum aliœ ipsicurce, ce sont les paroles de Gas- 
sendi, dans la Vie de Copernic, qu'il a dédiée à Jean Cha- 
pelain, homme très-instruit, aimant les sciences et d'un 
très-beau caractère, mais ayant eu le tort, dans un âge 
très-avancé , de faire un poëme épique dont l'héroïne est 
une jeune fille [Gassek., Op. omnia, t. V, p. 497 (*)]• 

On connaît les propriétés de Thomofocalité des surfaces 
du second ordre isothermes [Lanné ^ Journal de mathé- 
matiques j tome II, page 147 7 1837). Il paraît que c'est 



( * ) La célèbre parodie de ce poëme est une mauvaise action dont beau- 
coup de poètes voudraient ôlre capables. Elle acte inspirée parles mœurs 
corrompues du xvui® siècle, qui sont celles du xvii*', moins lliypocrisie . 
Les nôtres, quoi qu'on dise, valent mieux que celles du siècle pieux cl du 
siècle impie. 
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Boscowicli qui , le premier, a eu t'idée dlappliquer Tho- 
mofocalité à des propriétés de physique mathématique. 
Il représente la loi d'attraction par une certaine courbe 
dont l'équation esty=f(x)^ oùj est la force et x la dis- 
tance; cette courbe est continue*, elle coupe Taxe des dis- 
tances en plusieurs points qui sont des limites de cohésion, 
où l'attraction se change en répulsion, et vice versa. La 
courbe a pour asymplote Taxe desj^,ducôté positif (attrac- 
tif) et finit par devenir presque parallèleà Taxe des x dans 
la région négative. Cela posé, il considère une suite d'el- 
lipses biconfocales dans un même plan. Les foyers sont des 
molécules attractives; les demi-axes focaux représentent 
alternativement des limites decohésion et de non-cohésion 
(passage dans la courbe d'attraction du positif au négatif 
et du négatif au positif) . Si les arcs de cette courbe attrac- 
tive, terminés aux points limites, sont égaux , une molé- 
cule placée sur le périmètre d'une ellipse se dirigera sur 
la tangente, tantôt vers le grand axe et tantôt vers le 
petit axe ; et si la molécule est placée entre deux ellipses, 
elle sera tantôt attirée et tantôt repoussée. 

Il explique, par ces effets attractifs et répulsifs, les ac- 
tions du calorique, etc. Cette courbe est l'idée fondamen- 
tale d'un ouvrage très-remarquable et très-rare du célèbre 
jésuite ; en voici le titre : Theoria phUosophiœ naturalis 
redacta ad unîcam legem virium in natura existen- 
tium^ auctore Rogerio Josepho Boscoî^ic Societatis Jesu, 
nunc ab ipso perpolita et aucta , ac a plurinus prœ- 
cedentium editionum mendis expurgata; editio Venetia 
prima, ipso auctore prœsente et corrigente. Venetiis, 
MDCCLXIII. Ex typographie Remundiniana superio- 
rum pernms, ac priv^egio , în-4® de 3ii pages. 

La première édition est de Vienne , de i jSS ; la seconde 
parut quelque temps après, aussi à Vienne; celle de Ve- 
nise est la troisième. 
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Dans le système de Boscowich , les corps sont formés 
de points sans étendue, et exerçant les uns sur les 
autres, des forces à distance et telles que ces points 
ne peuvent jamais se réunir, se toucher, de sorte que 
dans le choc des corps, il n'y a jamais contact, mais ac- 
tion réciproque à distance; ils modifient leurs vitesses 
respectives, non pas subitement, mais d'iue manière con- 
tinue , selon la loi des forces moléculaires représentées 
par la courbe dont nous avons parlé ci-dessus. Au moyen 
de cette courbe, dont la forme générale reste la même 
dans tous les cas et dont la forme particulière varie avec 
lés corps , Boscowich explique tous les phénomènes de 
mouvement du monde matériel , et les effets de cohésion , 
adhésion, actions chimiques, capillaires, etc. Il suffit, 
pour se faire une idée juste de sa courbe des forces, de 
lire dans Fouvrage (page 277) le supplément intitulé: 
Solutio analytica probletnatis deternunantis naturam 
legisvirium'j il indique une équation où entrent^ et a:, 
qui peut donner cette forme , problème nécessairement 
indéterminé. A cet effet , il pose 

X"^ Z=Z Z^ 

et ensuite 

Q = zP+«^-^3^-h//2;/'-'-f.. ..-1-/3; 

et Téquation de la courbe des x , / est 

P-Qjr = o; 

P et Q ne doivent pas avoir de facteur commun. Les 
opinions de Boscow^ich ont été soutenues depuis par 
MM. Cauchy, Saint- Venant, Lamé, et par d'autres sa- 
vants géomètres. D'ailleurs les points inétendus de Bos- 
cowich ne différent pas essentiellement des monades de 
Leibnitz. 
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2. L'Italie s'est toujours montrée^ dans la région intel- 
lectuelle, au premier rang; c'est elle qui nous a ouvert 
les trésors de l'antiquité littéraire et scientifique (*). 
Combien ne devons -nous pas au seid Commandin ? La 
malheureuse péninsule (Italial Italia!) conserve son 
illustre nationalité au moins dans les travaux de l'esprit. 
Pour s'en convaincre , en ce qui concerne les sciences 
exactes, il suffit de parcourir le recueil mensuel que pu- 
blie à Rome, le célèbre professeur Barnaba Tortolîni, col- 
lection qui gagne chaque jour en intérêt par les savantes 
communications des Boncompagni (Balthazar) , Brioschi, 
Chellini, Genocchi , Secchi, Tardy, Tortolini, Volpi- 
celli , etc. On y trouve l'annonce avec éloge d'un nouveau 
Traité de géométrie descriptive par M, Giusto Bellavitis 
de Bassano, professeur de cette science à l'Université de 
Padoue. On dit que l'auteur a suivi une nouvelle méthode 
qui non è ne copia ne imitazione di verun aitra. L'ou- 
vrage est divisé en cinq livres , qui traitent avec un ordre 
et une clarté admirables, des points, des droites, des 
plans , des lignes et surfaces courbes , des intersections , 
des contacts et de la courbure des lignes et des surfaces, 
et toujours sous un point de vue général , évitant les cas 
particuliers qui ne peuvent jamais épuiser un sujet aussi 
bien qu'un petit nombre d'idées générales. Des notes in- 
structives terminent ce Traité, la dernière est l'esquisse 
d'une nouvelle géométrie dite de dérivation^ on ne dit pas 
en quoi cette géométrie consiste [Annali délie Scienze 
matematiche j juillet iSSa, page 339 ). M- Bellavitis a 
publié, en i835 , une méthode dite des équipollences , au 
moyen desquelles il établit une importante relation entre 
des points situés sur la môme droite, et à l'aide de laquelle 

( * ) Ce pays est le seul aussi où ait brillé, dans les temps modernes, le vrai 
génie épique. Le Tasse est le second poëto, puisque Homère est le premier. 
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il enseigne une nouvelle voie pour découvrir directement 
les constructions géométriques dans la résolution des pro- 
blèmes qui seraient longs à traiter par les méthodes connues . 



EXPLICATION D UN PARADOXE QVE PRÉSENTE LA DESCRIPTION 
ORGANIOIIE DES COURBES (*). 



1 . Si une droite est donnée de longueur et de direction , 
et si une extrémité décrit une droite donnée de position 
comme directrice, l'autre extrémité décrit une droite pa- 
rallèle à la droite directrice. 

2. Si une droite est donnée de longueur et de direction , 
et décrit par une de ses extrémités une ligne quelconque 
donnée de position, la tangente menée par la seconde extré- 
mité à la ligne qu'elle décrit, est parallèle à la tangente 
menée par la première extrémité à la ligne directrice. 

Il est évident qu'on obtient la seconde courbe en faisant 
mouvoir la première parallèlement à elle-même. 

3. Une droite de longueur donnée décrivant par une de 
ses extrémités une ligne plane et faisant, avec cette ligne 
directrice et dans son plan , un angle constant ^ le paral- 
lélisme des tangentes, dont il est question au paragraphe 
précédent, n'existe plus , comme on est tenté de le croire 
à première vue-, car, la droite mobile, dans une position 
infiniment voisine, ne reste pas parallèle à elle-même. 
Soient A et A' deux points consécutifs sur la directrice, 
B et B' deux points consécutifs correspondants sur la 
courbe décrite par l'autre extrémité ^ O étant le centre de 
courbure de l'arc AA', il est évident que la normale en B 

( *) Paradoxe remarqué par M. Maiinheim, anjourd'Uiii lieutenant d'ar- 
tillerie. 
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passe par le point O, c'est-à-dire que la tangente BB' est 
perpendiculaire à la droite BO *, les courbes décrites par 
les points de la droite AB ont en ces points des normales 
qui passent par le poiut O (Chasles), et toutes les tan- 
gentes en ces points enveloppent une parabole dont le 
foyer est en O et qui a pour sommet le pied de la per- 
pendiculaire abaissée de O sur la droite AB. 

Observation. Lorsque le point A est multiple ou d'in- 
flexion, le point correspondant B est aussi multiple ou 
d'Inflexion , et dans ce dernier cas , la tangente en B est 
parallèle à la tangente en A. 

Lorsque l'angle constant est droit, le parallélisme des 
tangentes existe toujours , et le point O est alors centre de 
courbure pour les deux arcs A A' et BB'. 



SDR LE CALCUL DES SINUS 

(voir t. I,p. 272,853, 1. 111. p. 11); 

Par m. BACH, 

Professeur de Mathématiques supérieures au Lycée de Strasbouvg.. 



La formule de Simpson donne 
sin i2.io"=3sin(/i — i)io"-- sin(« — 2)10"— Ksin(/i--i)io'V 
K = 2 — io5io"= o,oooooooo235o . . . 

Je désigne par e -h e la valeur exacte du sinus de io'\ 
et par e la valeur approchée; il vient 

sin 20" = 2 (<? -h «) — K (tf -h «) = 2<? — Kff -h e (a — K), 

K étant une quantité négligeable par rapport à 2. 

.Je calcule ie — Keavec {'décimales, /étant jusqu'ici 
un nombre indéterminé. 

Je désigne par Ci la valeur de 2e — Ke calculée avec 
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I décimales en moins, et par e, TeiTeur commise; il vient 

sin 20"= ^,-4- g,. 

ei sera plus petit que — j -h as, et si je pose, pour simpli- 
fier l'écriture, — : = a , on aura 
10' ' 

On aura ensuite 

sin 3o" = 2 (^, ^- e, ) — <? — 8 — K (<?, -t- e.) 
= 2éf, — e — Kci 4- e, (2 — K) — e. 

Je calcule encore 2^1 — e — Kci avec V décimales en 
moins, et je désigne par e^ cette valeur, par et l'erreur 
commise; il vient 

sin 3o" = Ci 4- Si avec ea<^ a + 2c, -— g. 

J'aurai ensuite 

sin 4o" = 2 (^2 4- S2) — ^, — g, — K(^a H- g,) 
= 2^8 — Cx — Ke^ 4-82(2 -^K) — g|. 

Je calcule encore 26% — Ci — Kcf avec 1 décimales: je 
nomme ej cette valeur, et 65 l'erreur commise, et j^ai 

sin 40" = ^3 4- «3 avec 83 <j;; a 4- 2*2 — «i. 

Je continue de la même manière et je suis conduit à 
écrire la suite des inégalités : 

Si < a 4- 2g, 

6i<C«+ 28,— g, 

S3<;a4-2gj — g,, 
«<<« -»-2g3— gj, 

> 

. . . , 

• ««-1 < « + 2e«_2 — e«_3 , 

s„.i étant l'erreur qui affecte sin ?i . 10''. 
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De ces iuégalités on lire facilement les suivantes 

«1 <C3t 4- 2e, 
fia <^ 3a H- 3e, 
S3<^6aH-46, 
64 <^ loa + 56, 
S5<^ i5a -h 6e, 



Les coefficients de e suivent la série des nombres natu« 
rels , les coefficients de a la série des nombres triangu- 
laires ; on peut donc écrire 

in-i<Z— a -4- «s; 

telle sera l'erreur commise sur sin (n. 10"), si Ton garde 
toujours I décimales dans la suite des calculs. 
Si Ton s'arrête à 45^, on a 

45®= 2700'= 10" X 16200 ; 

faisons n = 16200, on a 

— i ' = 8100 X 16200 <; 2 X lo*. 

2 

16200 est d'ailleurs plus peiiL que 2X10* et e <; — - 

(en prenant pour la limite de l'erreur le sixième du 
cube de l'arc). 

Ainsi l'erreur commise sur sin 45*^ sera plus petite que 
2X10* jXio* 

10* 10'* 

Si donc on a commencé et continué le calcul avec 18 dé- 
cimales, l'erreur filiale sera plus petite que — -<^ — ^', 
on pourra donc compter sur les 9 premières décimales. 
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Remarque. Il est bien entendu que pour calculer Ke, 
K^i , etc. , on emploiera la multiplication abrégée. 

On procéderait de la même manière pour le calcul des 
cosinus^ seulement je ferai remarquer que si Ton a cal- 
culé co« lo'' avec i8 décimales, Terreur relative à e sera 
négligeable par rapport à Terreur relative à a, et Ton 
pourra encore compter Gnalement sur 9 bonnes décimales 
pour le cosinus de 45^. 



TDÉORÉMBS SUR L INTERSECTION DE TROIS CONIQUES^ 

Par m. MÉRAY (Charles), 
Élève de rinstitution Barbet. 



Soient trois coniques O, O', O", tangentes à deux 
mêmes droites L, U (réelles ou imaginaires) se coupant 
au point T; de deux points P, Q menons-leur des tan- 
gentes; désignons par A, B, A', B', A'', B'' les tangentes 
menées du point P respectivement aux coniques O, O', O"; 
désignons de même par C , D , C, D', C, D'' les tangentes 
menées du point Q. Le quadrilatère formé par les qiutre 
droites A, B, C, D est circonscrit à la conique 0,ses 

sommets sont AC, BD, AD, BC, donc les quatre droites 

T.AC^T.BD, T!AD^ T.BC sont eu involution, d'une 
part avec les droites L , L', de l'autre avec les droites TP, 
TQ. Si nous considérons de même le quadrilatère A', B', 

C, D', les droites T.l^, T.fô', T.l^', T.'BX' sont 
en involution , d'une part avec les droites L , L', de Tautre 
avec les droites TP, TQ -, il en est de même pour le qua- 
drilatère A", B'', C'\ D''. Nous avons donc le théorème 
suivant, dû à M. Lagucrre : 



i*'' Théorème. Quand trois coniques sont tangentes à 
deux mêmes droites (réelles ou imaginaires) se coupant 
en T-, si de deux points on leur mène des tangentes, ces 
droites formeront trois quadrilatères circonscrits aux co- 
niques : en joignant le point T à trois couples quelconques 
de sommets opposés, on aura un faisceau en involution. 

Considérons trois coniques O, O', O" ayant en com- 
mun deux points e, 9 (réels ou imaginaires). Coupons 
ces coniques par deux droites L , L'5 soient a , ^ , c , // les 
intersections de la conique O avec les droites L, L'; 
a\ h\ c', d*\ a'\ i", c"^ d" les intersections des coniques 
O', O" avec les mêmes droites. Le quadrilatère a^b^c^d 

est inscrit à la conique O ; donc les quatre points c(f,ac^ 

e(f,bdy e(f,ad^ ey,ftc sont en involution, d'une part avec 

les points e , tp , de l'autre avec les points L , eç , L', etf -, de 

même les quatre points ecfya'c^ z(fyb'd\ B(f,a'd\ ey,i'c' 
sont en involution, d'une part avec e, y, de l'autre avec 

L,e(p, £/, ey; il en est de même pour le quadrilatère 
a'', b^\ c'^^d". Nous avons donc le théorème suivant : 

a* Théorème. Quand trois coniques passent par les 
deux mêmes points z^ <p [réels ou imaginaires)^ si on coupe 
ces coniques par deux droites, on aura trois quadrilatères 
inscrits: les intersections des côtés opposés av^ec la corde 
z(f fourniront six couples de points^ trois quelconques de 
ces couples sont en involution. 

Si les sécantes coïncident, on a le théorème : 
3* Théorème. Quand trois coniques passent par deux 
mêmes points e^ (fusion lés coupe par une droite et quon 
mène les tangentes aux points d'intersection, ces tan- 
gentes détermineront sur la corde commune six points 
en involution. 
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LIEU DES CENTRES IIES CIRCONFÉRENCES COUPANT SOUS DES 
ANfiLES ÉGAUX TROIS CIRCONFÉRENCES DONNÉES; 

Par m. a. MANNHEIM, 

Lieutenant d'artillerie. 



Lemme i . Deux petits cercles d'une sphère peuvent 
toujours être considérés comme l'intersection, avec cette 
sphère, de deux surfaces coniques. 

Lemme 2. Tout plan, mené par l'un des sommets de 
ces surfaces coniques , coupe la sphère suivant un cercle 
faisant, avec les petits cercles dont nous avons parlé , des 
angles égaux. 

Lemme 3. Trois petits cercles d'une sphère, pris deux à 
deux, donnent lieu à six surfaces coniques, dont les înterT 
sections avec la sphère donnée sont les trois petits cercles. 

Lem,m,e 4. .Parmi les sommets de ces surfaces coniques, 
trois sont dans Tintérieur de la sphère, trois à l'extérieur. 

Lemme 5. Les trois sommets extérieurs sont en ligne 
droite 5 deux sommets intérieurs sont en ligne droite avec 
un sommet extérieur 5 ce qui fait quatre droites sur les- 
quelles sont les six sommets. 

Lemme 6. Par une droite donnée on mène des plans; 
les plans coupent une sphère suivant des cercles; le lieu 
des sommets des cônes touchant la sphère suivant ces 
cercles, est une ligne droite. 

Lemme 7. Propriétés des projections stéréographîques : 

Tout cercle tracé sur la sphère se projette suivant un 
cercle. 

Ann.de Ualhêniat.j t. Xll. (Mars i8j3.) 8 
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Les projections de deux cercles se coupent sous un an- 
gle égal à celui des deux cercles. 

Le centre de la projection d'un cercle est la projection 
du sommet du cône circonscrit à la sphère. 

Ces lemmes posés, considérons trois petits cercles d'une 
sphère et les surfaces coniques dont les intersections avec 
cette sphère sont ces petits cercles. 

Par Tune des droites des sommets de ces surfaces 
coniques, menons des plans; ils coupent la sphère sui- 
vant des cercles. • 

D'après le lemme 2 , ces cercles font avec les trois petits 
cercles des angles égaux. 

D'après le lemme 6 , le lieu des sommets des cônes tou- 
chant la sphère suivant ces cercles est une droite. 

Projetons stéréographiquement la figure que nous ve- 
nons d'obtenir, et nous aurons le théorème suivant : 

Le lieu des centres des cercles coupant sous des angles 
égaux trois cercles donnés dans un plan , se compose de 
quatre droites, 

Ilj a quatre droites, parce quîl y a quatre lignes de 
sommets. 

On peut ajouter : les quatre droites qui composent ce 
lieu passent par un même point ; ce point est le centre 
radical des cercles donnés et ces droites sont perpendi- 
culaires aux droites des sommets. 

Nous laissons à chercher la démonstration de cette der- 
nière partie. 

Par ce qui précède, on trouvera aussi facilement une 
démonstration du problème proposé au grand concours 
d'élémentaires, en i85i (t. X, p. 3 18), en remarquant 
que deux cercles peuvent être considérés comme les pro- 
jections orthogonales ou stéréographiques de deux sec- 
tions circulaires d'une surface conique. 
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Note. Écrivons les équations de trois sphères, en prenant un point 
d'cgale puissance pour origine et les axes rectangulaires : 

«'-^-J^'-f-Jc'— 2(y'r-H/3'rH- a'x)H-/=o, 
2* -h j' -f- X* — 2 ( / « H- /3 V -+- «" * ) -H/= , 
«' -t-r ' + *• — 2 ( y*'* H- /8*V -h a*'*) -+- /= o ; 

les ot , fîf'/ sont les coordonnées respectÎTes des centres , et 

les r sont les rayons respectifs des sphères. 

Soit une quatrième sphère, rencontrant ces trois sphères sous des 
angles égaux; représentons cette sphère par Téquation 

s*-f-y-+-a:'— 2(y«-f- ^r-*-«Jc)-l-/'=0, où /'= a»-i- /3»-i- •/— r'. 

Écrivant l'égalité des cosinus des angles sous lesquels celle sphère coupe 
les trois autres, on obtient les deux équations 

'•'"[/-H/'-2(/y-F^'/3-ha'a)] = r'[/-h/'-2(/"yH-/3'"/3-^«%)l. 
Éliminant y -f-/', on obtient 

Iy[/('-''-0-|-/(r'"-r')H-/'(r'-r'')]J 
-Fa[a'(r'' — r*')-f- a" (r"'-r')-H«'^(r' — /•«)]) 

L'état du problème n'est pas changé, en prenant négativement r', ou r", 
ou r^, ou bien deux de ces quantités; on a donc quatre solutions, et le 
lieu du centre de la sphère est' dans quatre plans ; chaque plan passe par 
un point quelconque d'égale puissance, et, comme tous ces points sont sur 
une droite , il s'ensuit que les plans se coupent suivant l'axe radical et 
sont perpendiculaires au plan des centres. Lorsque quatre sphères sont 
données,. le lieu des contres est un système de seize droites. 

Supposons que quatre sphères soient données et qu'il s'agisse de trou- 
ver le centre de la sphère qui les rencontre sous un angle nul. Représen- 
tons deux plans , liewK des centres , par les équations 

(i) ' Aa-HBjS-hCy=:0, 

(2) A'aH-B'/3-i-C'y = o. 

On a , en outre , les deux équations 

(a) („_«').^.(^_j8')'-(-(y--/)«= {r+.-'y-, 

[b) («- «")■^-(/3 -;««)'-(- (y -/)•=(,• -H O»; 

8. 



ces deux équations donneilt 

(3) A''a-hB''^ + C"y = 2r(;'-r")-i-i'«-;'", 

A'' = 2(a" — a'), B" = 2(^" — /S'). C"==2(/-"/). 

Les équations ( i ), ( 2 ), ( 3 ) donnent 

les M , N sont des quantités connues. Substituant ces râleurs dans une des 
deux équations {a)y [b), on obtient une équation du second degré en /-. 
On a ainsi la solution du problème de Fermât sur une sphère qui en touche 
quatre autres, et aussi là solution du problème de Viète sur un cercle qui 
en touche trois autres: la marche du raisonnement est la même pour les 
deux problèmes. 

r\ r", i'^' étant positifs, la droite des sommets des cônes, tangents aux 
sphères dont les centres sont dans le plan x/, a pour équation 

Ça) Mr — M'x = lV, 

M = a'(r"-r''')4- «"[/•'''- r'H-a'"[r' — ;''l, 
' N = ^*[a'/3^]^-r^[a''^']-f-r'•[a'''/3'], 

les crochets désignent des binômes alternés; on déduit M' de M en chan- 
geant a en jS. Faisant y = dans l'équation du plan (A), on a 

{b) M/3H-M'a = o; 

donc, les droites (a) et (6) sont perpendiculaires. Ainsi les traces des 
quatre plans sur le plan des centres sont respectivement perpendiculaires 
aux lignes des sommets» 



SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES, 

Par m. JAUFROID, 
Professeur de mathématiques au collège de Cette. 



En lisant l'article si intéressant publié par M. Abel 
Transon sur les fonctions symétriques, dans les cahiers 
des mois de février et de mars 1 85o , j'ai cru m'apercevoir 
d'une erreur. Il y est dit (page 83) « que la nouvelle mé- 
» thode possède., comme celle de M. Cauchy, l'avantige 
» de démontrer directement que toute fonction symé- 
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» trique entière est elle-même une fonction entière des 
» coefficients, sans aucun diviseur numérique, etc. » 

Cela est inexact; et, en considérant attentivement la 
méthode , on voit que s'il s'agît d'une fonction symétrique 
telle que T (a* i'), chaque terme devra bien s'y trouver 
répété deux fois , en sorte qu'il faudra diviser par 2 la 
valeur trouvée; et rien n'indique, pas plus que dans les 
formules déduites de celles de Newton , que la division se 
fera exactement. La méthode de M. Cauchy met ce ré- 
sultat en évidence , justenient parce qu'on est obligé de 
constituer la fonction avec les symboles représentant les 
racines , et qu'alors on lui donne la forme qui lui con- 
vient ; on pourrait y laisser subsister les termes sembla- 
bles, et alors on trouverait une valeur qu'il- faudrait en- 
suite diviser par les facteurs nmnériques^ connus , et rien 
n'indiquerait non plus que cette division dût se faire 
exactement. 

Cependant (page 87) la simplification indiquée pour 

calculer, par exemple, ^ a . i . (p (c) , conduira à la valeur 

exacte de cette fonction, parce que la démonstration 
s'appuie sur la formiation de produits analogues au 
suivant : 

dans lequel les coefficients sont des fonctions symétriques 
à termes non répétés. 

Mais il n'en serait plus de même pour la fonction 

si 9 (c, d) était de la forme c' ^*. 

Je n'insiste pas davantage ; et, malgré cette légère erreur, 
si vraiment erreur il y a, la méthode indiquée mérite d'être 
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i-emarquée par réconomie qu'elle apporte dans des calculs 
ordinairement si prolixes. 

Note. L'observation de M. Jaufroid, très-juste, n'ôte rien à la belle 
simplicité de la méthode, et dont M. le professeur Dienger a donné un dé- 
▼eloppemeAt dans le journal allemand de Grunnert (i85i). 



THfiORfiMKS ET PROilÉMBS DB I. J. STHNSit. 

(Journal de M. Crelle, toineXLV, page 177; i852. ) 



i * Le point A se mput sur une droite perpendiculaire 
sur le milieu de BC ^ le point a se meut de même sur le 
milieu dWe droite perpendiculaire à £c; les triangles 
ABC, abc^ sont dans un même plan, et l'angle BAC est 
constamment égal à bac. L'axe radical des deux cercles 
circonscrits aux deux triangles , a pour enveloppe deux 
points fixes : Tun correspondant aux mouvements qui ont 
lieu dans le même sens, et Tautre à ceux qui ont lieu 
dans des sens opposés. 

2. Si une conique doit toucher en quatre points une 
courbe du quatrième degré , et dans le même plan une 
courbe de degré «, il y a en général laô/î (/i -f- 1) so- 
lutions. 

3. Il existe en général soixante-trois coniques qui tou- 
chent une courbe du quatrième degré quelconque en un 
point donné, et encore en trois autres points. 

4. Il existe en général sept cent cinquantersix coniques 
qui ont , avec une courbe du quatrième degré , une oscu- 
laûon du quatrième ordre en un point a , et une oscula- 
lion simple (du premier ordre) en deux points i , c. Les 
sept cent cinquante-six points d*osculation a se rangent 
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par douze en soixante-trois groupes déterminés , et par les 
douze points de chaque groupe passe une courbe du troi- 
sième degré. Quelle relation existe entre les soixante-trois 
courbes du troisième degré ? 

5. Combien y a-t-il de tels points a dans une courbe 
du quatrième degré , où elle peut avoir avec une conique 
une osculation du sixième ordre ? 

6. Dans une courbe de degré m, combien existe-t-il 
de points où elle est osculée par une courbe de degré n , 

suivant une osculation d'ordre -(/i-hi)(/i-^2)? 

7. Combien existe-t-il de coniques qui touchent une 
courbe de degré n en cinq points^? 

8. Par un point pris dans le plan d'une ligne de degré n 
passent 3/»(« — i) cercles de courbure de la courbe. 
Si le point est sur la courbe, ce nombre est diminué 
de deux. 

9. Si un cercle doit toupher en deux points une courbe 
de degré n et passer par un point p pris dans le plan de la 

courbe, il y a en général -n (n — i)[(«-f-i) (/i-f-a) — 8] 

solutions, et ce nombre est diminué de /i (/* -f- 1) — 4 
lorsque le point p est sur la courbe. 

10. Si un cercle doit passer par deux points donnés et 
toucher une courbe de degré n , le nombre de solutions 
est en général n (fi -h i). 

Obseivation. Ces théorèmes et ces problèmes , seule- 
ment énoncés, restent à démontrer et à résoudre. 



( Ï20 ) 



BIBLIOGRAPHIE. 



SOLUZIOWE DI UN PROBLEMA GEOMETRICO PlANO , DELLA 
CLASSE de' PROBLEMI DETTA DA' GEOMETRl GREGI vtutriMv 
DELLE INCLINAZIONI ESEGUltA COL METODO GEOMETRICA 

DEGLi ANTiCHi; du BafacH Minervinî. îia]^ol\ ^ 1849; 
in-8° de 60 pages, et suivi d'un aggiunta de i à xii. 

Celui que r antiquité a surnommé le grand géomètre , 
a composé un ouvrage sur les inclinaisons, yrtpi viva-im ^ 
ouvrage perdu, dont Pappus, auteur du iv^ siècle, venu 
un siècle après Apollonius , nous a fait connaître le con- 
tenu [voir tome III, page 352). Cet ouvrage, divisé en 
deux livres, renfermait cent vingt-cinq théorèmes et 
vingt-huit lemmes , qui roulaient sur le moyen de mener 
des droites remplissant certaines conditions. Pappus cite 
les cinq problèmes suivants de ce genre : 

{ . Étant donné un cercle , mener par un point donné 
dans le plan du cercle , une droite dont la portion inter- 
ceptée par le cercle soit d'une grandeur donnée. 

2 et 3. Par le sommet de Tangle d'un rhombe, mener 
une droite de manière que la partie interceptée par les 
côtés de l'angle opposé soit d'une grandeur donnée. Il y 
a deux cas qui ont été examinés par Newton et qui se 
trouvent maintenant dans tous les Traités élémentaires. 

4. Etant donnés un demi-cercle et une droite perpendi- 
culaire au diamètre, mener par l'extrémité du diamètre 
une droite telle, que la partie interceptée entre la droite 
et la demi-circonférence soii donnée de grandeur. 

5. Etant donnés deux demi -circonférences avec leurs 
diamètres ne formant qu'une droite, mener par l'extré- 
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mité d'un de ces diamètres une droite telle, que la partie 
interceptée entre les deux demi-circonférences soit donnée 
de grandeur. 

Au XVII*' siècle , un sénateur de Raguse nommé Marin 

* Ghetaldi , a résolu très-élégamment , selon la méthode des 

anciens , les quatre premiers problèmes , dans un opuscule 

intitulé : Apollonius redii^wus , seu restituta Apollonii 

Pergaeiinclinationum geometria, Venet. , 1607. 

II n'a pas résolu le cinquième problème, qu'il se con- 
tente d'énoncer, et il en donne pour raison que , devant 
aller en ambassade à Constantinoplc , il n'avait plus assez 
de liberté d'esprit pour une question qui animus requiri'- 
îur plane solutus et vacuus. On croit qu'il est mort pen- 
dant cette mission, vers 16 10. 

M. Minervini s'est attaché au cinquième problème et 
le résout par la méthode grecque; à cet effet il distingue : 

i^. Les demi-cercles se touchant extérieurement, trois 
cas; 

2^. Les demi-cercles se touchant intérieurement, trois 



cas 
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3°. Les demi-cercles se coupant, sept cas-, 
4°. Les demi -cercles ne se coupant pas , un cas. 
Dans ce qui précède , on suppose que les demi-cercles 
sont du même côté par rapport à la ligne des centres. 
L'auteur reprend les mêmes distinctions lorsque les demi- 
cercles sont opposés par rapport à cette ligne , et consi- 
dère encore quinze cas ; ainsi , en tout vingt-neuf cas ; et 
le problème est toujours ramené à la construction de deux 
segments dont on connaît la somme ou la différence , et 
le rapport géométrique ou le rectangle. La géométrie 
algorithmique donne immédiatement une solution géné- 
rale. Soient f{f', co) = o et F(p, o)) = o les équations 
polaires de deux courbes planes, et soit dla différence 
connue de deux rayons vecteurs répondant au même 
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angle co^ élimiuaiit r, p entre les deux équations et la troi- 
sième p — r = a, on obtient la valeur de w. Dans le cas 
actuel , prenant pour pôle le point par où doit passer la 
droite, l'élimination donne tout de suite une équation 
du second degré, de facile 'construction et discussion. 

Après avoir terminé ce travail, l'auteur apprit que le cé- 
lèbre Nicolas Fergola , son professeur, avait traité un des 
cas du problème dans l'ouvrage posthume £)e//a iiwenzione 
geometrica ( i ié^ii)y et que Samuel Horsley avait publié de- 
puis longtemps (1770) un Mémoire sur la restitution des 
deux livres d'Apollonius sur le^ Inclinaisons (*). Le géo- 
mètre anglais n'emploie pas les mêmes moyens de solution. 

Dans une note au bas de la page 4 9 M. Minervini dit 
que le texte grec de Pappus où se trouvent les problèmes 
énoncés, est extrêmement corrompu et mutilé, ce qui 
rend inintelligible la traduction latine de Frédéric Com- 
mandin , faite littéralement. Il n'en est pas ainsi du ma- 
nuscrit de la Bibliothèque impériale portant le n^ 2368 
(collect. de Mesmes, 543). A l'endroit cité , le texte est 
très-exact et complet (**). En voici la copie : 

Qiff^t i^îi^optifm ifiiKox.}ucu re »tù tvêtimç tf^^ç ifBaç rji fitê^tt 9 ^v« 

La traduction littérale française est : 

Etant donnés de position un demi-cercle et une droite 
élevée perpendiculairement sur le diamètre, ou bien deux 
demi-cercles ayant leurs diamètres sur la même droite , 
inener une droite donnée de grandeur entre les deux 
lignes et se dirigeant vers le coin du demi-cercle» 

(^) Ce Mémoire a été traduit en allemand par Diesterweg. Berlin, 182S; 
iii-80. Il y a aussi une restitution de Reuben Burrow. 

{**) On lit à la fin du manuscrit, qu*il a été écrit par un nommé Nan- 
cilins, à Paris , en i563 , pour le célèbre P. Ramus; le mot Nancilius est 
suivi dn surnom Tfx^uxiao- dont la signification est inconnue. 
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Pappus a f éuui dans un seul énoncé deux problèmes , et 
les mots*cnfre les deux lignes signifient entre le cercle et 
la perpendiculaire dans le premier problème, et entre les 
deux demi-cercles dans le deuxième problème. Le coin du 
denU-'Cercle , c'est le point où la ligne des diamètres coupe 
le demi -cercle. Yoici maintenant la traduction de Gom- 
mandin : 

Poskione dato semicirculoj et recta linea , ad rectos 
angulos basi sitduorum semicirculorum in directum bases 
habentùim in ter duas lineas ponere rectam lineam 
magnitudine datant, quœ ad semicirculi angulum per- 
ii/fgraf (page 249) (*). 

La faute de cette traduction inintelligible provient do 
ce que le manuscrit donne ^ au lieu de i' , qui est évidem- 
ment la vraie leçon*, et de deux problèmes on a fait un 
seul problème. 

C'est par une semblable correction que M. Vincent a 
expliqué d'une manière si heureuse la locution : quantité 
donnée quen raison (tome III , page 9). 

Pappus contient huit li vres 5 les deux premiers manquent ^ 
il n'y a de publié du texte que Fouvrage suivant : n»^^»» 
Ivfttytâyctt : Pappi Alexandrini Collectiones mathema- 
ticœ nunc primum grœce edidlt Hermannus-Josephus 
Eùenmann in regia pont» et viar, mechan. prof. Libri 
quinti pars altéra. Vblvisus^ MDCCCXIV,ex typis J. Didot 
aîné-, in-fol. de 56 pages, fig. dans le texte. 

Dans la préface, on lit que la publication de tout 
l'ouvrage est prête à paraître. L'auteur est mort, et rien 
n'a paru. Lorsque nous dépensons tant d'argent pour faire 
copier au loin des inscriptions énigmatiques plus ou moins 
heureusement déchiffrées et devinées^ tant d'argent pour 
reproduire des lais, des eantilènes, des complaintes du 

(*) Pappi Àlexandrini Maihematicœ Collectiones. Bononiœ, 1660. 
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moyen âge, ne serait-il pas convenable de consacrer 
quelques sommes à la publication du seul texte qiù résume 
les travaux de tous les géomètres grecs, et qui renferme 
tant de théorèmes fondamentaux, texte dont la Biblio- 
thèque impériale possède plusieu^^s exemplaires ! 11 est de la 
dignité, je dirai plus, il est du devoir des deux Académies, 
celle des Sciences et celle des Inscriptions, de solliciter 
Tintervention du Gouvernement pour une telle œuvre. 
A qui la confier ? La réponse est facile : à un géomètre 
helléniste. Or, la dernière Académie citée possède un an- 
cien professeur qui s'est distingué dans renseignement; 
qui a fait des travaux mathématiques remarquables, pu- 
blié des Mémoires de philologie et d'archéologie musicale 
dénotant une profonde connaissance de l'idiome grec , une 
expérience consommée dans la lecture des manuscrits, 
une grande perspicacité pour éclaircir des points épineux, 
remplir des lacunes , restaurer des passages défectueux , 
qualités indispensables dans un éditeur consciencieux. 
Letronne n'en aurait pas désigné d'autre pour nous rendre 
Proclus, texte accompagné d'une traduction française; 
caria traduction latine de Commai^din est insuffisante dès 
qu'il s'agit de recherches approfondies ( * ) . Ainsi nous avons 
les matériaux , nous avons F architecte : que nous manque- 
t-il pour Texécution ? le vouloir. Hélas I il manquera en- 
core longtemps . comme pour tout ce qui ne tombe pas 
dans le domaine de la vulgarité littéraire ou dans les cotes 
de la Bourse. 

(*) 11 est juste de remarquer que cette traduction a paru en i588, à 
Pise , treize ans après la mort de Tauteur ; la deuxième édition est de Ve- 
nise, iSSg; et la troisième, qui est la meilleure, à Bologne, i66o. Com- 
rnandin ne voulait pas correspondre avec le savant Dasypodius , de Stras- 
bourg, //emoccfte, dit-il, non giudico hene Vuomo catolico , il contaminarsi 
con Vamicizia di pevsona imhvallata e lorda d'el fango delV Eresie, Ce zèle 
religieux n'a pas empêché le célèbre traducteur de s'adonner, dans un âge 
avancé, à des plaisirs peu religieux qui ont abrégé ses jours. 11 est mort à 
soixante-six ans. 
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NOTICE BIOGRAPHIQUE SUR EISENMANN (*). 

Eisenmann (Armand- Joseph) {*) est né à Haaslacli 
sur la Kinzîg, pays de Fûrslenberg, en Souabe , le 22 dé- 
cembre 1 768. Nommé élève de TEcole des Ponts et Chaus- 
sées le 29 brumaire an III , il fut choisi , le 27 frimaire 
même année , pour être à la tête du bureau des vingt cinq 
dessinateurs que l'on devait établir pour F Ecole centrale 
Polytechnique. Le 23 nivôse suivant, une nouvelle déci- 
sion le comprit parmi les vingt-cinq géographes chargés 
de la levée des plans et cartes du département de Paris. 
Le 4 thermidor an IV, il obtint le grade d'ingénieur 
ordinaire des Ponts et Chaussées. 

Nommé, en l'an V, instructeur d'analyse à l'Ecole des 
Ponts et Chaussées, en remplacement de Clément, puis 
chargé du cours de Mécanique appliquée, Eisenmann est 
resté attaché comme professeur à cette Ecole. Homme 
voué à l'élude et aux patientes recherches , on le trouve 
plus tard {1819) chargé spécialement de faire des traduc- 
tions ou des extraits des ouvrages et des Mémoires les plus 
remarquables publiés dans diverses langues , et relatifs 
aux objets qui peuvent intéresser l'art de l'ingénieur. Il 
était alors suppléé dans son cours par Navier. 

Je n'ai rien pu trouver des travaux d'Eisenmann de- 
puis le commencement de sa carrière d'ingénieur jusqu'au 
moment où la retraite vint l'atteindre dans sa modeste 
position (i83o). On découvrit alors quil avait été reli- 
gieux et jouissait d'une petite pension ecclésiastique de 
267 francs , accordée par état de la liquidation générale 
du mois de thermidor an XII. 



(*) Nous la devons au savant M. Breton (de Champ), ingénieur des 
Ponts et Chaussées. 

(**) Le nom est tïermann; peut-être qu'on a voulu franciser ce nom. 
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Dépourvu de fortune personnelle, et n'ayant pu qu'à 
grand' peine obtenir de cumuler sa pension ecclésiastique 
avec celle que lui assuraient ses services, Eisenmann est 
néanmoins restée Paris, où il est mort le 26 février i838. 

Ce savant, qui a laissé si peu de traces, était instruit 
dans les langues anciennes et modernes de l'Europe. Avant 
d'être nommé instituteur à TEcole des Ponts et Chaussées, 
il avait travaillé à une édition de la Dynamique de d' Alem- 
bert. M. Poncelet le cite comme s'étant occupé d'une 
traduction des Collections mathématiques de Pappus 
(introduction du Traité des Propnetés projectiifes des 
figures y dans une note). Toutefois, on a seulement de 
lui l'édition d'une partie du V® livre, sans traduction. 

Eisenmann est un de ces êtres que le défaut de fortune 
a empêchés de réaliser les projets qu'ils avaient conçus. 
S'il eût été dans Taisance , nous aurions une magnifique 
éditioti de ces Collections mathématiques encore inédites ! 

îiolc. On a imprimé législativement , aux frais de la nation , les OËuyres 
de Laplace , en y laissant subsister, sans en avertir, des fautes de calcul 
anciennes par devoir de conscience, et en laissant introdaire quelques 
nouvelles fautes, on ne sait par quel genre de devoirs {"woitCompies rendus 
1849, 2® sem. , page 22 ). On n'édite pas un auteur en le dagnerréo typant. 
' On doit imprimer législativement, aux frais.de la nation, et on n'impri- 
mera pas , les œuvres de Fermât ; ce qui n'est pas à regretter, d'après ce 
qu'on vient de voir. Donnons Proclus à un savant digne de conOance, res- 
ponsable , et bien rémunéré. Les besognes gratuites sont chères. Tm. 
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(voir t. V, p. 448); 

Pae m. E. CODPY, 

Professeur an Collège militaire. 



Quelle est la formule qui. donne tous les quantièmes 
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d'années dans lesquelles le mois de février a cinq di- 
manches ? 

Solution* Il est évident que les années demandées sont 
bissextiles , et que le i*' février doit y être le dimanche; 
d'ailleurs, quand le i*' février est un dimanche, le i"jan- 
vier est un jeudi. La question est donc ramenée à la sui- 
vante: 

Quelles sont les années bissextiles commençant par un 
jeudi ? 

1. Je résoudrai d'abord la question pour le calendrier 
julien, ce qui est beaucoup plus simple; et je passerai en- 
suite au calendrier grégorien. On sait que dans le calen- 
drier juli€n, les dates de Tannée reviennent périodique- 
ment aux mêmes jours de la semaine, après une période 
de vingt-huit ans, dite cycle solaire. Supposons que, par 
un moyen quelconque , on ait trouvé dans ce calen- 
drier une année répondant à la question, et soit A le mil- 
lésime de cette année; il est clair que A-h a8», n étant 
un entier quelconque positif ou négatif, répondra à la 
question. Il faut prouver qu'entre A et A -f- a8 , il ne s'en 
trouve aucune de bissextile commençant par un jeudi ; or 
le jour de la semaine qui commence l'année, avance de 
5 rangs en 4 ans, ou de 5 a: rangs en 4^ années, et la plus 
petite valeur de x qui rendra 5 a: multiple de 7, est 
évidemment a: = 7. Ce sera donc seulement après 
4,7= 28 ans, que l'année bissextile commencera par le 
même jour de la semaine que la bissextile A. Donc enfin 
A -h 28 rt est la formule demandée; reste à déterminer 
la constante A. 

Je remarquerai d'abord que les jours de la semaine se 
correspondent aux dates prises dans les deux calendriers, 
julien et grégorien; car Grégoire XIIÏ, par son ordon- 
nance de i582, fit dater vendredi 1 5 octobre, le lendemain 
du jeudi 4 octobre ; l'accord des jours de la semaine a donc 
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conlinué à régner dans les deux calendriers. Or, on sait 
que Tannée julienne est maintenant en relard de 12 jours 
sur la nôtre; le i^"^ janvier i85i a donc été, dans ce ca- 
lendrier, le même jour que notre i3 janvier, é'est-à-dire 
un lundi; partant de là, il est facile de trouver que Tan- 
née julienne bissextile 1876 commencera par un jeudi, 
donc 1876 -f- 28/2 est la formule cherchée; mais 1876 est 
un multiple de 28, ce qui réduit simplement à 28/1 la 
formule demandée. 

2. Résolvons maintenant la question pour le calendrier 
grégorien. Supposons encore que , par un moyen quel- 
conque, on ait pu déterminer dans ce calendrier la date B 
d'une année répondant à la question. J'appellerai années 
grégoriennes ^ les années séculaires qui ne sont pas bis- 
sextiles. Cela étant, il est clair que B 4- 28» , /i étanten- 
lier positif, sera encore une date convenable, pourvu que 
B -f- 28W pour la valeur donnée à n, ne passe pas par- 
dessus une ou plusieurs années grégoriennes ; s'il en était 
autrement, voyons quelle correction devrait subir la for- 
mule. Dans le calendrier julien, le jour de la semaine qui 
commence Tannée avance, avons-nous dit, de 5 a: rangs en 
4x années; mais, si nous passons par uue année grégo- 
rienne , il n'avancera plus que de ( 5 jc — 1) rangs ; expres- 
sion qui est un multiple de 7 pour t = 3, ouaî = io. Or 
a; = 3 donnerait 4^ = 12, et ce nombre < 28 , doit être 
rejeté comme on verra plus loin ; reste donc seulement 
xz=: io,d'où4J^=4o. Donc quand on passera sur une gré- 
gorienne , il faudra augmenter de 4o ans, au lieu de 28 , 
la date qui répondait à la question, pour avoir la date im- 
médiatement suivante qui y répond aussi ; et comme 
40 == 28 -j- 1 2 , il faudra donc augmenter B -h 28 /i d'au- 
tant de fois 12 qu'il y aura de grégoriennes depuis B. 
Avant d établir la formule, cherchons la constante B. 
Comme le calendrier grégorien ne date que de 1682 , je 
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la chercherai dans le xvii* siècle. Or on sait('Vo//' Fran- 
GOEUR, Urano graphie, page m) que le i**" mars 1600 était 
un mercredi; donc, comme l'année était bissextile, Je 
i**^ janvier 1600 était un samedi, d'où il est facile de 
conclure que le i®"^ janvier i6o4 était un jeudi. On peut 
donc prendre pour B la valeur B = i6o4 , et par consé- 
quent 1604-4- 28715 n étant égal à i , 2, 3, c'est-à-dire 
i632, 1660, 1688, répondent à la question-, mais ensuite 
28 années ajoutées à 1688, faisant passer sur la grégo- 
rienne 1700, il faut ajouter 4oà 1688, ce qui donne 1728; 
puis ensuite on aura 1756, 1784, puis 1784+40=^824, 
parce qu'on passe la grégorienne 18005 ^^ ainsi de suite. 
Ainsi on peut former facilement le tableau suivant des 
années répondant à la question : 

1604 1728 1824 '9^0 2004 etc. 

i632 1756 i852 1948 2o32 

1660 1784 1880 Ï976 2060 

1688 2088 

l'année 2004 = 1976 -{- 28, parce que 2010 n'est pas 
grégorienne. Arrivé à la cinquième colonne de ce tableau , 
il est facile de le prolonger indéfiniment, d'après la loi 
que nous avons indiquée, ou, plus simplement, en se rap- 
pelant que dans le calendrier grégorien, après 4oo années, 
la date de l'année répond au même jour de la semaine, 
car 

365x4^0 + 97 ^= '4^097 jours .-=: exact*"™^'^' 2087 1 semaines; 

aussi retrouvons-nous, pour les dates de la cinquième co- 
lonne, les dates de la première augmentées chacune de 
400 ans 5 de même, les dates de la sixième colonne seraient 
celles de la deuxième augmentées de 4oo ans, c'est-à-dire 
2128, 2i56, 2184, et ainsi de suite. Nous voyons aussi , 

Ann. d.' Mathêmnt., t. Xll. (Avril 1853.) 9 
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par ce tableau, que i6o4 est la première année, depuis 
rétablissement du calendrier grégorien, qui réponde à la 
question. On voit aussi, parce tableau, pourquoi on doit 
exclure 4^ = ï^, car 12 ajouté à 1688, ou à 1784, ou 
à i88o, ou enfin à 1976, ne fait passer par-dessus aucune 
année grégorienne. Enfin, on voit encore, parce tableau, 
quMl n'y a que 3 années par siècle , répondant à la ques- 
tion, eiLcepté dans le siècle contenant la séculaire bissex- 
tile qui en renferme 4? ce qui fait i3 ans en quatre siècles. 
Dans le calendrier julien, elles reviennent périodique- 
ment tous les 28 ans , et il y en a i4 dans le même laps 
de temps. 

3. Il résulte des considérations précédentes, que la for- 
mule demandée est 

z = 1604 -I- 28/2 + 12/;. 

Il est facile de voir que tant que n est inférieur à 4 ^ 
p est nul. 

Faisons n — 3 = 1 3 wi-h '^ *, nous aurons 

zz= 1604 H-28/Ï 4- 12 (3m -h R). 

R dépend de r de la manière suivante : 

R, 

ne dépasse pas 3 i , 

dépasse 3 et ne dépasse pas 6 2, 

dépasse 6 3. 

C'est ce qu'on voit en donnant à n, successivement, les 
i3 valeurs de la suite 4 «S »6, . . . , 16^ et K étant un de 
ces nombres , la valeur de R revient la même pour les va- 
leurs de /i = K 4- i3. 

Exemple. Faisons w = 8, /* — 3 = 5, m = o, j- = 5 , 
R = 2 -, donc , 

z = i6o4 -+-28.8-f- 12.2 = i852. 
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Cette formule convient tant que le calendrier grégorien 
n'aura pas besoin de correction . 

Note, Les formules de M. Gauss, pour calculer les trois pàques, julienne, 
grégorienne, judaïque , n'ont pas encore été démontrées en France; beau 
sujet d'une thèse à soutenir* Tk. 



SOLUTION DU PROBLÈME DE MALFATTl, DINS LE TRUNGLE 
RECmiGHiE ET SPHÉRIQUE 

(voir t. V, p. eO; t. VI, p. 346; t. VIII, p. 62); 

Par m. SCHELLBACH, 

Professeur à Berlin. 

(Journal de M. Crelle, t. XLV , p. 91 et p. 187; i85a.) 



Triangle recliligne. 

1. Soient ABC le triangle donne^ AB = c, BC = a, 
CA=&, A=a, B=j3, C = 7, 2^ = a-f-&4-c"; 
L le centre d'un des cercles cherchés y LM la perpendi- 
culaire abaissée de L sur BC, R le centre d'un second des 
cercles cherchés, KH la perpendiculaire abaissée de K 
sur BC 5 BM =j^ CH = z -, nommons x la distance d'un 
des points de contact du troisième cercle au sommet A;; 
faisons 

Tî ^, X ^^^^ ^^^ angles connus et constructibles 5 et Fon 

aura 

jc = s,sin^(rT — tp), x=zg,sin^{rT — ^h z = s , sin"^ (^t — ij/), 

où 

Démonstration . 

LM =:7lang-p, KH = 2 tang-7; 
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donc 

KL=^ tang-p-l-3 tang-7, HM = a —y — z, 

2 2 

f / tang-i p -f- 2 tang^7 j = (« — j — 2)' 

+ Utangi7— /tangipj , 
d'où 



jr + Z + 2y j3tang-p tang-7 = «, 

tang - p tang --7 = 1 = ces' y ; 

donc 

(1) r 4- 2 + 2 V^(j^2) . ces <}) = Asin'y , 

(2) s -|-*r+ 2 \/zx.cos;^ = jsin^;(, 

(3) jc -h^ -f- 2 \^ . cos ip = J sin'ij; ; 

les deux dernières équations s'obtiennent comme la pre- 
mière. 

Dans un cercle de diamètre i , construisons un triangle 
ayant pour angles <t — ;^ , a — (j/ , t, — y, les côtés de ce 
triangle sont sin((7 — j)^ sin(<7 — ^|/) et sîny, et l'on a 

sin»^ = sin^((7 — 4»)-|-sîn'((7H-x)+2S^" (<^ — '»l')sin(<y— x)^®^?» 

et deux équations semblables pour sîn'x? sin'^p. 
Donc , si l'on prend 

j: = ^.sin*((7 — y), j^=: j.sin*((r — ;^), z=:j.sin*((r — ij;), 

les trois équations (i), (2), (3) sont satisfaites, c. q. f. d. 

Construction. Prolongeons CB en F jusqu'à ce qu'on 

ait CF = 5 5 sur CF comme diamètre, décrivons une 

demi-circonférence ; portons de C en B , sur le côté CB , 
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CD = a et CE = b\ prenons, sur la demi-ci rconférenee^ 
les points D\ E', B' perpendiculairement au-dessus de 
D, E, B-, puis Tare B'G, vers F, égal à l'arc D'E'; 
de sorte que les points soient disposés dans cet ordre : 
C, D', E', B', G, F. Prenons encore le milieu H' de l'arc 
CD'E'G; si nous abaissons de H' la perpendiculaire H'H 
sur CB 5 le point H sera le point de contact du cercle qui 
est dans l'angle C. On trouve de même les deux autres 
points de contact. 

Triangle sphérique. 

2. LMN est un triangle sphérique*, /, m^ n étant les 
côtés respectivement opposés aux angles, sont trois quan- 
tités connues *, ^, fJt, V, sont les distances sphériques des 
points de contact des cercles inscrits dans les angles L , 
M, N, aux sommets de ces angles^ trois quantités incon- 
nues. 

Faisons 

l-h m -h n =i^Sy l — s=:ay m — sz=:by n — s=:cy 

ainsi , « -f- 5 4- c = ^. 

On obtient facilement l'équation suivante [voir plus 
loin) 

, - cos« CCS r ces z sin a sin r sin z 

i) ^ = 1. 

Si Ton tire la valeur de a de Téquation 
, , ces a CCS b cosc sin a sin b sin c 

(2) 1 ; =1, 

^ ' cos S Sin s 

alors les valeurs de / et z sont données par les équa^ 
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lions 



cos I ^ -f- - ( a — ti) I 

cos(j -h 2) = ^9 



(3) 



cos - ( a 4- « ) 



cos [,-!(«-«)] 

COS (j — z) ■= ^ ' 

cos- (aH-flr) 
2 ^ ' 

Pour résoudre Féquation (2), on pose 

(4 ) tang^ y = tang ^ tang c cot .v j. 

on trouve alors 

cos 5 cos cp 

(5) eos(a — <p)=: 7 ^. 

^ ^ ^' cosocosc 

On peut cow^f/v/zre les équations (3), (4)5 (5)à Faîdede 
triangles sphériques rectangles. 

Une permutation convenable entre les lettres fournît 
encore deux autres équations analogues aux équations (i) 
et (2)5 dans celte solution, s peut représenter un arc 
quelconque. 

3. Calcule!^ F équation (i) (*). 

00' étant la ligne des centres de deux petits cercles de 
rayon r et r', faisons 00' = p 5 nous aurons 

cosjy = sin rsin r' -f- cosrcosr' cos(/ — fi — v) 
= cos r cos r' — sin r sin r', 

puisque p = r -h r\ 
De là on tire 

tang r lang r' = sin' - {/ — p — v); 
{*) Par M. H. Faure, lieutenant d'artillerie 
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d'un autre c6té , 



tang A = sin |x tang - M , 
tang /•' = sin v lang - N , 



d'où 



lang r tang r' =: sin pi sin v lang - M lang - N 

sin f* sin v sin (2* — /) 

sin 2^ 

d'après le principe de Neper. On a donc 

. 1 , - sinusinvsin(2f — /) 

2^ ^ ' sin 2 5 

~_[,__cos(/— p-v)]. 

Décomposant le produit sin \x. sin v en sommes, on obtient 

ces (fx — v) sin ( 2 5 — /) — sin 2 5 = CCS (f* -f- v) sin ( 2 j — /) 
— sin 25 ces ( / — fx — V ) ; 

le second membre se décompose ainsi , 

^ I r 5in(25 + fA + v) + sin(25— / — p — v)! 
~ 2 L— sin(25 4- /— ft— -v) — sin(25 -Ma4-v)J 
=r — sin/co5(25 — f* — v); 

donc 

sin 25= cos(fx — v)sin(25-- /) -4- sin / ces ( 2 5 ^ja — v), 

ou bien 

sin 25 = cos( j — z) sin (5 — fl) 4- sin (5 4- «) ces (j -f- «). 

Or, évidemment 

2sin25=:[sin(5-+.fl)4-sin(5— fl)][cos(/ — 2;)4-cos(/-+-z)] 
— [sin(5 + «) — sin(5 — rt)][cos(r— 2) — cos(r+2)], 
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d'oà 

sin s cos s = sin s cos a cos y cos z — cos 5 sin a sin j sin z , 

ou 

cos a cos / cos z sin « sin r sin z 






.cos 5 sm s 



Malfatti (Jean-François) est né en 173 1, d'une famille 
noble , à Ala , petite ville du Tyrol , près de Roveredo ^ il 
étudia les belles-lettres à Trente et à Vérone et se rendit 
de là à Bologne, pour se perfectionner dans les sciences et 
particulièrement dans les mathématiques. II y fit de rapides 
progrès, et, lors du rétablissement de l'université de Fer- 
rare, il fut nommé professeur. Là, il acquit une grande 
réputation parla solution de plusieurs problèmes difficiles, 
et surtout par le problème sur les pressions qu'un poids 
exerce sur les appuis qui le soutiennent. Un des premiers 
membres de la Société italienne fondée par Lorgna, il a 
inséré divers Mémoires dans le recueil publié par cette 
Société et est mort en 1807. Son nom est attaché au pro- 
blème ci-dessus , dont il a le premier donné une solu- 
tion analytique , sans démonstration ] ses formules , que 
des géomètres distingués ont en vain cherché de retrou- 
ver, n'ont été démontrées que depuis peu d'années (*). 

SUR L'EXTENSION D'UN THÉORÈME DE LEGENDRE ET D UN 
THÉORÊHE DE FERMAT-, 

Par GÔPEL. 



Legendre a démontré que, A étant un nombre premier 
de la forme 4 -H ' 9 si l'on réduit en fraction continue 

( * ) Nous regrettons de n'être paa autorisé à nommer la bienveillante 
personne qui nous a procuré ce renseignement. 
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y^A, la période symétrique des dénominateurs a deux 
termes moyens égaux. Si les quotients complets corres- 
pondants sont 

sfk+l V A + I' 

on à 

D = D' et A = r»4-DM 

ce qui démontre , en même temps , le théorème de 
Fermât, que tout nombre premier de la forme 4-+-I est 
décomposable en deux carrés (page 4^)* 

Gôpel , dans une Dissertation soutenue en mars i835 , 
pour obtenir le grade de docteur à l'université de Berlin, 
et sous le litre : De œquationibus seciindi gradus inde- 
temUnatiSy démontre les théorèmes suivants : 

a. A étant un nombre premier de la forme 4 -H 3 om 
le double d'un tel nombre premier; réduisant \fK en 

fraction continue, on panaient à ces trois quotients 
complets, 

V^-M^ y/Â-I y/Â + r , 
D" ' D ' D' ' 

dans lesquels D est égal soit à - D°, soit à - D', soit à 

- (D°+ D') \ dans les deux premiers cas, on a 

A = I' + 2 D% 
et dans le troisième cas, 

A = i (I — r )' + 2 D' = -^ (D" — D')' + 2D% 

oit 1 — V est toujours div^isible par 2, et D*' — D' divisible 
par 4» 

b. A étant un nombre premier de la forme S -h- y ou 



( '38) 

le double d'an tel nombre premier, si Von réduit \fK 
en fraction continue, on panaient à deux rjuotients 
complets consécutifs : 

V/Â 4- P v^ -f- 1 



D« D 



ou D + D« — 2 1 , 



et 



A= 2P — -(D — D°)' et D — D" 

4 

est toujours pair, 

Aînsi, en résumé, tout nombre premier est, ou la 
somme de deux carrés , ou la somme d'un carré plus le 
double d'un carré, ou bien encore le double d'un carré 
moins un carré. Mais lorsqu'un nombre premier est la 
somme de deux carrés , il est nécessairement de la forme 
4 -h I ; cette réciproque ne subsiste pas pour les autres 
nombres premiers. 



Adolphe Gopel est né à Rostock en septembre 1812; 
son père, Saxon d'origine, était professeur de musique. 
Un oncle maternel, consul anglais en Corse, fit venir 
Gopel, à l'âge de dix ans, en Italie. L'oncle apprit à son 
neveu les premiers éléments des sciences , et , pendant un 
séjour àPise, en 1825 et 1826, Gopel fréquenta l'uni- 
versité, et suivit les cours d'analyse , de mécanique et de 
calcul difTérentiel 5 en 1827, de retour à Rostock, après 
avoir été deux années au gymnase de cette ville, il vint à 
l'université de Berlin. Il saisit avec ardeur l'occasion d'ac- 
quérir des connaissances variées , et , outre les cours de 
mathématiques, de physique et de chimie, il suivit encore 
les cours de philosophie , de philologie , d'esthétique et 
d'histoire. Ce n'est qu'à la fin de ses études universitaires , 
qu'il se livra spécialement aux mathématiques , principa- 
lement à cette partie vers laquelle sont entraînés ceux qui 
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sont appelés à ciiltii^cr la science pure, à la théorie des 
nombres. Après sa thèse, en i835, durant douze années 
il n'a rien publié , à l'exception de quelques articles dans 
le Journal de Grunnert, publié à Greisswalde, et dont 
il corrigeait les épreuves. Dans un de ces articles il 
démontre que si , dans Téquation 

où .r, j^ /i, p^ P, Q sont des nombres entiers , p est dif- 
férent de l'unité, et si x, j^, p n'ont pas de diviseur com- 
-mun , on a toujours p =z n^ « = 3, ou un multiple de 3. 
Il était aussi familiarisé avec la méthode synthétique de 
Steîner. 

Dans le tome XXXVI de Crelle (page 317), 1848- 
on trouve un Mémoire posthume (i844) ^c Gbpel, 
sur la projectivité des sections coniques comme figures 
courbes, selon la méthode dite synthétique. Peu de 
temps avant sa mort, il remit à M. Crelle, en mars 1847, 
un Mémoire sur les fonctions abéliennes : Theoriœ 
transcendentium abelianarum primi ordinis adumbratio 
le^is (*)5 là, il résout un des problèmes les plus importants 
de la science contemporaine, cl trouve la forme explicite 
des fonctions inverses. 

Supposons qu'on donne les deux équations différen- 
tielles , 



j y/Y "■*"j s/T 

J s/Y *^j v/Y' 



v/y' 



où Y et Y' sont des fonctions entières des variables y Gtj^ 
du cinquième degré 5 il s'agit de trouver y et j\ C'est ce 

(*) Inséré dans le Journal de M. Crelle, t. XXXV, p. -j^; ; 18/17. 
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dernier travail posthume qui a attiré rattention de Jacobi , 
qui fait un grand éloge de l'ouvrage et de Tauteur (*). 

Gopel , ayant un modeste emploi à la Bibliothèque de 
Berlin, menait une vie très-retirée , très- méditative, et 
cultivait la musique théorique ainsi que la musique pra- 
tique, dans laquelle il avait acquis un notable talent d'exé- 
cution 5 ce qui n'est pas rare chez les géomètres : la musi- 
que est, pour ainsi dire, Varithmologie de Toreille, et 
l'on comprend l'enthousiasme qu'inspirait cet art divin 
aux philosophes de l'antiquité hellénique. Gopel étant peu 
visiteur, nous voyons pourquoi sa thèse si remarquable 
est restée presque ignorée des grands géomètres de Berlin. 
Nous donnons ceci comme une explication , et non comme 
une excuse. Lorsqu'on découvre une étincelle du feu sacré 
chez un jeune homme , il faut aller au-devant de lui , et 
ne pas attendre qu'il vienne. C'est contraire à l'étiquette, 
j'en conviens, mais conforme à la morale, qui prime 
toute étiquette. Gopel est le cinquième arithmologue de 
ce siècle que la mort ait moissonné dans la force de l'âge 
et du talent. Galois , Abel , Gopel, Jacobi , Eisenstein se 
sont succédé dans la tombe. Gopel est mort en septem- 
bre 1847; ^^ Dissertation inaugurale est insérée dans le 
Journal de Crelle, tome XLV, pages i-i4j iSSa; et, se- 
lon l'usage adopté en Allemagne, Gopel y donne son ci// - 
nculum vitcBy d'où la Notice précédente est tirée : excel- 
lent usage , qui devrait être prescrit en France 5 ce serait 
un document souvent indispensable pour l'histoire litté- 
raire. 

( '* ) Journal de M. Crelle, t. XXXV, p. 3i6; 1847. 
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DÉNONSTRATIOSi 

De la proposition qo'nne conrbe in nf'"" degré a, ei général, 

{ n(n — 2) (/i" — 9) tangentes doubles; 

DIAPRES M. LE PROFESSEUR C.-G.-J. JACOBL 

[Journal de M. Crelle, tome XL, page 287; i85o (**)]. 



\ , Notation. U étant une fonction rationnelle entière 
algébrique de degré p^ U, représente la somme de tous les 
termes de degré p — i , de sorte que Ton a 

U = U.-|-U, + U,-f....H-U;,, 

où Uo est de degré p, Ui de degré p — i , et ainsi de suite. 

2. Lemme, A étant une fonction rationnelle entière 
égale au produit des deux autres fonctions rationnelles 
entières B et C , de sorte que A = BC *, toute fonction ra- 
tionnelle entière qui divise A sans avoir de facteur com- 
mun avec B, divise nécessairement l'autre facteur C. 

3. Théorème, «o 9 «i j 0^2 > • • • >ûfm étant des fonctions 
rationnelles algébriques entières en x et y, des degrés 
marqués par Bo , 61 , Bj , . . . ,Bm» quantités en progres- 
sion arithmétique; si Ton a l'équation 

a« + a, A -f- aj A' -f- . . • -4- «m /*"• = O , 

l'équation de condition, nécessaire pour que cette équa- 
tion ait deux racines égales en A, monte à un degré 
marqué par (m — i) (B© -h B,„). 

Démonstration, Soient Aj , Aj, . . . , /?,„ les racines; 
Téquation de condition pour l'existence de deux racines 

( * ) Voir Nouvelles Annales, tome IX , pafje 9()3. 
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égales est 



en désignant ainsi le carré dn produit de la dîflerence des 
racines. Cette fonction rationnelle symétrique des racines 
peut s'exprimer par une fonction rationnelle entière des 
quantités 






Soit a"" ''la plus haute puissance négative de a„, qu'on 
rencontre dans cette fonction 5 en multipliant cette fonc- 
tion par a^^y on obtient une fonction entière rationnelle 
homogène des coefficients «o, «i , «s, • • • »«,« et de de- 
gré p ] désignons cette dernière fonction par 

A (ao, a,, ... ,««,), 
nous aurons 

A(ao, a., . . . , a«) ~ a^H (A, — A^)». 

Cette fonction A n'est divisible par aucun des coefficients 
«oî «2> • • • >«m9 car, si cette divisibilité existait, il s'en- 
suivrait qu'en égalant le coefficient diviseur à zéro, 
A s'annulerait et l'équation aurait alors des racines 
égales, ce qui n'est pas nécessairement vrai. Il s'agit 
maintenant de trouver la valeur de p-^ à cet effet, considé- 
rons l'équation suivante réciproque de l'équation donnée 

désignons les racines par gi^ g2> > * * ,gmj de sorte que 

1 

on a donc 
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Le produit n renferme - m (m — i) facteurs , et le déno- 
minateur de n est égal au produit de toutes les racines, 
/il , . . . ,/i,„ élevé à la puissance (2 m — 2) ; donc ce déno- 

(Qj \ 2 m— -2 
— ) 

Donc 

A/ \ p — lnf-i-^ 2 m — 2T-r/f 

A (a« , a^nt-i , . . . , ao) = a^'^ a^ U (/// — /u)' 

p — 'im-hTi 

,A(aQ,a,,...,a«); 



a 



a 



or, nous avons vu qu'aucune des fonctions A n'est divi- 
sible par l'un des /n -f- i coefficients ofo, «i, . . • ,«,„*, il faut 
donc que l'on ait 

p = 2/72 — 2. 

On a donc la valeur cherchée de /^, et il vient 

(i) A(a„,«.,...,a„)^-.a^--^n(/;,~/.0^ 

et 

A(ao,. . ,a„,) r:^ A(aOT, . . . ,ao) ; 

ainsi A est une fonction entière homogène des m + i 
quantités «oi • • • »ûf,„ et de degré 2/72 — 2 ; et pour que 
Féquation ait deux racines égales, l'on doit avoir A = o, 
A étant débarrassé de tout facteur étranger. 

Observation. M. Joachimsthal parvient à la même 
équation (i) par des considérations analogues ('voirt. IX, 
p. 99) ; il semble que la démonstration de M. Jacobi ne 
puisse plus s'appliquer à la recherche de la valeur 
de p, lorsque «o = «„,. 

Supposons que «05 «i > • • • » ^m représentant des fonc- 
tions d'une variable ou de plusieurs variables , de deux 
par exemple, t et y, de degrés respectivement marqués 
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par Bo, Bj , 62 , . . . > B,„ ; si dans l'équation A = o on rem- 
place «0 , «1 , . . • , <Xm respectivement par aot ^a^t , . . . , 

•p / R R R \ 

a,„f ", la fonction A («0* *? «i ^ ' • . . . ,amf / est de même 

degré en t , que l'équation A = o est de degré enXj y. 

En effet, si les nombres Bo, Bj, Bj, . . . ,Bm forment 

une progression arithmétique dont la raison est C , on a 

B.= Bo-H/C, 
et 

Il faut se rappeler que A est une fonction homogène de 
degré 2 m — 2 . 

Comme Ai , Aj, . . . ,A,„ sont racines de Téquation 

o = ao-f- ai/* -4-, . .-f-afl.A'", 

il s'ensuit que Ai C , Aj t~" , . . . yh^t" sont racines de 

l'équation 

C, aC,, inC , 

= ao-t-a,r A -l-aîf //*-{-.. .4- a;„^ A"^; 

donc, en vertu de l'équation (i), 

AVao,a,f jttjT ,. . . ,a«r ; 

d'où, faisant sortir ï"" de 17, 

/ C aC mC\ m(ni — i)C,/ . 

A(^ao,a,r ,aar ,...,a;„^ ; = / A (ao, a, ,..., a^^ 

Mais 

2Bo-4-wC = Bo4-B„,, 
donc 

iA / fi^ fi' fi'«\ 
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A («0 ,«,,.. . ,«,„) ne contient pas la grandeur /; donc le 
degré en t du premier membre est {m — i) (B© -h B,„) ; 
c'est donc aussi le degré de l'équation A = o en x, j'. 

c. Q. F. D. 

4. Théorème. Étant donnée l'équation du m'**"' degré 

si on la transforme» par la substitution de h ±= i -2 , 

e/î ce^/e autre équation, 



on a 



à (Po, p., . . . , M = (v^'-y^r '^ A (ao,a,, . . . ,a„), 

A = o désignant l'équation de condition pour que Pé- 
q nation o = F {h) ait deux racines égales. 

Démonstration. Soit lii=zi -^ ou £";= 1-, — ' !: 

alors gij gif ' ' ' 9gm sont racines de Téquation 

o-:p.+ p.g'-4-...+P«r = (7 + ^^)'"F(^^i^); 
en vertu de la formule (i), on a 

et l'on a évidemment 



^=."f(^); 



il suffit pour cela de faire g= oo . Ensuite on a 

le dénominateur dans le produit H (g-, — gi^) est donc 

Ann, deMathcmat.y t. XII. (Avril l853.} lO 
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«gai à 



= -[(^"0(r-4--(^'-)I 

«/« \^ J «m ' 

car 

F (k) = a- (A - h,) (h — /r.^ . ..,(//- K) ; 
ainsi , 

(a \ ""■*"' 
^j n(A,-/u)% 

cl de là 

A (P., p , W •-= P».n(g,— ^-*)^ = (-/iî' - 7'^)"""-'-' 

X A (ao, a, ,. . ., am)' 

C. Q. F. D. 

Corollaire, Si le déterminant ycî' — J'y est égal à l'ii- 
nîté, on a 

5. Problème. Soient les deux fonctions f et ^, en- 
tières en X et y^ on a de plus /= o. Tromper, s'il est 
possible^ une fonction entière 1 en Xy 7, telle que le 
degré de la fonction entière t|/ H- ^/= v soil diminué 
de z unités. 

Solution. Il est d'abord évident que If doit être de 
même degré que ^-^ ainsi, le degré de X est déterminé. 
D'après la notation ci-dessus (§ 1), écrivons 

J; = ij/o 4- •'fi + ^2 + . . . , 

/ = /,+/; 4- /,+..., 

V = Vu -h V, H- vj + . . . ; 
d'où . 

vo-f- v,-f v. -4- . . . 
^ ^^ u 4- •1' . + !> . H- • . . -+- ( > -H > 1 -h . . . ) ( /o -H /. + / -^ • • • ) > 
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et de là on tire, v et ^ étant du même degré, 

V, =4;, 4- >, y; + >,/,, 

etc. , etc. 

Si le degré de v doit s'abaisser de e unités, on devra avoir 
les identités : 

G = i|/o 4- Xo yj > 

G = ,j;, 4- Xo /. H- >M / + ).-. /a, 
• • •> 

La première équation montre que ^o doit être divisible 
par /i, et le quotient fait alors connaître — Iq-^ la se- 
conde équation montre que ^i + Aq /i doit être divisible 
par/ô 9 et le quotient donne — Xj , et ainsi de suite. Si une 
de ces divisibilités manque, le problème est impossible; 
lorsque ces conditions sont remplies, les quotients font 
connaître les e fonctions entières ^oj ^i ^ • • • , 'j_j, et A 
est connu , car Ton a 

où Ton peut prendre pour \ , \_^^ , etc. , des fonctions 
entières quelconques de degré inférieur aux e premières 
puissances dans 1, 

6. Théorème. Si l*on a deux fonctions entières 
f{^> j) ^^ J*?(^^ j)? '^'/^^ ?«^ ^^ ^Ggf'à rie cetfe 
dernière fonction puisse être diminué de e unités au 
moyen de l'équation f {x,y) = o^ et si, de pfus, f^^ 
n'est pas di\^isible par j, alors le degré de o [x , y) 
pourra être diminué aussi de s unités au moyen de la 
même équation f [x^y) = o. 

lO. 
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Démonstration, Faisons 

alors 

^'(o) = r*?o ' ^'i = r*?i > ?2 = r* ?a> «*c- ; 

donc les e identités du problème précédent deviennent 

0=r r*<p2-f'>o/2 4-^, /-f-^a/., 



Mais/i n'étant pas divisible par j*, il faut, d'après le 
lemme 2, que X© soit divisible pary*5 et, par le même 
raisonnement, on déduit de la seconde identité, que ii 
doit aussi être divisible par y*, et ainsi de suite; on peut 
donc poser 

où fx^ , f/., , fjLj , . . . , fXg _ , sont des fonctions entières de x^y \ 
les identités donnent 

O = <po4-po/o> 

O = <pi -h fAo yi -h fAi ^ > 

O =r ^,4- fAo /2 + f*i / + Pi yô j 



■?«-i+f*o/e-i+Pi ./;-.2 + ---f*e-i /o; 



d'où 



ou 



-H (f*o + .'*! + P2 -+-••• f*. -l) (/.-+-/. -^- ••) = ^> 

par conséquent , dans l'expression 

les e premières puissances les plus élevées disparaissent. 

G. Q. F. D. 
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7. Ces préliminaires posés, nous pouvons passer au 
problème à résoudre : 

Problème. Trouv^er le nomWe de tangentes doubles 
d'une courbe du »""** ordre. 

Solution. Soit / (x, y) = o réquation d'une courbe 
donnée, de degré n. On rend cette équation bomogène en 
multipliant les termes de degré inférieur à n par des 
puissances d'une variable z\ représentons la fonction 
qu'on obtient ainsi par y (x, j-, 2). Si, d'après la nota- 
tion du § 1 , on écrit 

on aura 

/(x, X, z) =/« 4-/2 -f-/.z' -f-. . . + /.«•. 

Soient j:, j^ les coordonnées d'un point de la courbe^ 
par lequel passe une tangente , dont nous désignons les. 
coordonnées par p et q\ona. 

Faisons 

en donnant à h toutes les valeurs de -h 00 à — oo , on 
obtient toutes les coordonnées de la tangente. Pour tous 
les points d'intersection de cette tangente avec la courbe^ 
on doit avoir 

posons 

df df df 

ilx df dz 

et 
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car les deux premiers termes disparaissent, à cause des 
deux équations 

la tangente coupe la courbe en » — 2 points donnée par 
l'équation 

(3) I o = ^/(a;4- ^^/<,7 — «^, z) = tt,-h W3A -I-...-+- M«/i"-^ 

Si cette équation a deux racines égales , la tangente de- 
vient double, c'est-à-dire qu'elle touche la courbe en deux 
points différents. Alors on doit avoir, comme ci-dessus, 

A(«,, W3,. . ., Un) = O. 

Cette équation détermine , avec celle-ci , 

le nombre des tangentes doubles. 

Dans l'équation (3), remplaçons h par hy^ et se rappe- 
lant que l'on a, à cause de l'homogénéité , 

xa -f- yb -\- zc-= nf=z o et by •=. — xa — zc, 
ou aura successivement 

l =^/(a:+ j6//, J— ja/i, z) 

^^^ j =^Y^f{xk — zch, jrA, zA -Y-zah) 
f A'* ^/ zch zah\ 

OÙ 

A = I — ah. 
Faisons 

(5) f {x — ch^ y, z-p r/A) = TjA'H-i'j/i'-f-. . .-i- v«A"^ 
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remplaçant h par — - 5 ou obtient 

donc, à cause de Tëquation (4) , 

j2 ,£j 4- j3 /^3 ^ -1- . . . 4- y" tt„ h"' » 



mettant à la place de A sa valeur i — a/^ , et développant 
le membre à droite, suivant les puissances croissantes 
de /i, supposons que Ton ait 



' "^ ^ \ =z'v, A" -= -f- . . . -4- z" i'„ h'*~' , 

alors 

r8^ f -^ ' "' "^ -^^ "' ^* "^ -^ * "* /fM- . . . -h y" tin /'"-' 

^ ^ j r:. Z' p, -h 3' p3 /'+... -4- 2' ?«/*"-■% 

et de là 

(9) j''^ = S^Pa, J'W3 = *'Pj» j'««=2'pn. . 

Au moyen de ces équations et de lequation de la courbe 
f =z o ^ on peut opérer la transformation des coeflS- 
cients .y'w,» 

Si, dans l'identité (2) employée .ci-dessus (p. 144)9 oi^ 
remplace respectivement a,, t^ m, Bo , B,„ par i/^+î, j^ 
n — 2 , 2 , 7J , on obtient 

les équations (9) donnent 

A(^»i/,,7'//3,...,j"««)=A(z»p„z»P3,...,z'p„); 
donc 

Si, dans Téqualion (7), on remplace A par — 7 — 9 et 
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qu'on ait égard au corollaîre du théorème 4 (p. i46), et 
puisque ici 

7^' — Y S = I, 
on a donc 

et 

^(«-3) in^i)j^(u\ «3,. ..,««) = à(z'i^,, Z-^V,,. . ., Z^ç^), 

Enfin, comme on a aussi l'équation identique 
donc 

(lo) r'.»-'^) (»+') ix(«„ «3, «„) = ^(«-^) («^'> A(i>„ P3,. . .,^n); 

on a eu ci-dessus 



(lO 



Or, a, i, c sont des fonctions homogènes en j:, j, 2, 
chacune de degré n — i; donc les coefficients W/+j, v^i^t 
sont des fonctions homogènes de même degré*, donc aussi 
les deux membres de l'équation (10) sont des fonctions 
homogènes de même degré qïix^ y^ z^ car elles sont for- 
mées de la même manière avec les fonctions homogènes 

Si, dans l'équation (10), on fait ^=1, on voit que la 
fonction j^("-*) ("+*) A (ag , Ms v • î "n) peut, au moyen de 
l'équation / = o , devenir A (i^, , 1^3 , . . . , p»,, ), par consé- 
quent s'abaisser de(w — 3)(«-h2) unités \ donc, en vertu 
du théorème 6 (p. 147 ) , la fonction A (i/, , 1/3 ,. . . , m„ ) 
peut aussi se changer en une fonction A' abaissée de 
[ri — 3) {/ï -h 2) unités. 

La proposition 6 ne subsiste qu'autant que tous les 
termes les plus élevés de f^ ne sont pas divisibles par y^ 
c'est-à-dire que le terme x" ne manque pas. C'est ce qu'on 
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peut toujours obtenir par un changement d'axes de coor- 
données. Dans la seconde des équations (i i) , désignons le 

degré de Vij^^ par B, , u^ renferme i' -r-j ; ainsi , Bo est 

de même degré que v^ ou u^ , par conséquent de degré 

2(/l — l)4-« — 2=3/1 — 4> 

El est de degré Z{n — 1) + » — 3 = 4'* — 6, etc. , de 
sorte que les quantités Bf , B, , . . . , B„_a forment une pro- 
gression arithmétique dont la raison est n — a , et 
B„_, =: n{n — i). Il suit donc du théorème 3 (p. 141)5 
en y faisant m'=^n — 2, que le degré de A [y^ , t^s v'-5 ^n) 
est 

{n — 3) (Ba + B„) = (/i - 3) («^ 4- 2 ;« - 4); 

donc le degré de A' est 

(«— 3) {/j*4-2 /? — 4) — (« — 3) (/i -f- 2) = (/i — 2) (/i'— 9); 

ainsi , le système des deux équations 

/=o, A{«j,a3,...,w„) = o, 

peut être remplacé par le système /*= O5 ù!=Oy deux 

équations dont la première est de degré n et la seconde 

d^ degré (n — 2) {n^ — 9) j et chaque système de valeurs 

de or, j^ qui satisfait à un système d'équations, satisfait 

aussi à Tautre. 

n(n — 2) {«* — 9) systèmes de valeurs satisfont aux 

équations 

/=o, a' = o; 

il n'y a donc que ce nombre de valeurs de x , y qui satis- 
fassent aux équations 

/=o, A(tt2,... fUi) = 0, 

valeurs qui rendent f== o, et qui , substituées dans l'é- 
quation 

O = f^2 -h Wa/i -i- . . . 4- «4 /*""% 

donnent à cette équation deux racines égales *, mais ces 
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valeurs de x^y sont les coordonnées des points de la 
courbe où la tangente touche encore la courbe en un autre 
point -, de sorte que ces valeurs de x^y sont les coordon- 
nées des points de contact des doubles tangentes* Ainsi ces 
points sont donnés par Tintersection de la courbe du de- 
gré n[f^=o) avec une autre courbe (A'= o) de degré 
[n — 2) [n^ — 9) ; ainsi le nombre de ces points de con- 
tact est en général n[n — 2)(7j* — 9). 

Deux de ces points de contact appartiennent toujours 
à la même tangente •, donc le nombre des doubles tan- 
gentes est ~ n (n^— 1) [n^ — 9), c. q. f. d. 

8. Toute cette démonstration est fondée sur la remar- 
quable équation (10) qui a été déduite de Téquation (4)) 
f[x-{-jrbh,x—xah,z) 

Si Ton pose 
ensuite 

/{x-^c/l,XyZ-{-a/l) =:y,(/i), 

on obtient de la même manière que l'on a obtenu l'équa- 
tion (4), les équations 

l'équation (10) a été déduite de la première équation de 
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la première ligne horizontale. On aurait aussi pu la déduire 
de la deuxième équation de cette même ligne. 

On déduit deux équations analogues à Téquation (lo) 
des quatre autres équations. Ces résultats sont renfermés 
dans le théorème suivant : 

Théorème. Représentons par A («o, «i , a, , . . . ,«,„), 
une fonction entière homogène des quantités ««,... ,a^, 
de degré 2 m — 1, telle quen V égalant à zéro , elle 
donne la condition pour que l'équation 

ao-f- a,/^ -4- aj/i'-^-. . .-f-a„/i'" =r o 
{lit deux racines égales; soit ensuite f{x^ y y z) une fonC'^ 
tien entière homogène dex^y^zde degré n\ enfin , 
posant 

A (t'a, ♦'s, .. .,»'«) = Ai, 

oà A, Al , As sont des fonctions homogènes dex^ j, z 
de degré (n — 3) («* -h an — 4); alors il résulte de l'é- 
quation f=^ o les proportions 

A : A, : A;, = zi""^) ("-»-') : y^i^-^) i**-*-^) : xc»-^) ("■♦''^ 
Sur le nombre de points d'inflexion. 
10. Soit 

o ^zflx-^^ft.x — ^ /'. 2) = «2// -h i/,/i^ -+- . . 4- uji^'^y 

si l'on a encore z£j = o , les coordonnées du point qui sa- 
tisfont à cette équation et à celle de la courbe /"= o sont 
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les coordonnées d'un point d'inflexion ^ la tangente de* 
vient osculatrice. Si dans l'équation (6) (p. i5i) on fait 
fe = o et A = i , on obtient 

si Ton fait z = i , la fonction j' i/j , et par conséquent la 
fonction i/j se réduit de deux unités^ mais Wj est de l'ordre 
3/î — 45 elle peut donc se ramener, à l'aide de l'équation 
/= o, à une fonction m', de Tordre 3;/ — 65 par consé- 
quent, le nombre de points d'inflexion est Zn[n — 2), 
ainsi que M. Pliicker l'a indiqué (t;o/r t. IX, p. 293, 
th. 25). 

11. L'équation (6) montre aussi que toutes les fonc- 
tions 1/3, ï/a, etc., peuvent se réduire de deux unités à l'aide 
de réquationy= 05 car, si dans l' équation (6) on rem- 
place A par I — fl/i , et comparant les coefficients des 
mêmes puissances de h , on obtient 

j'«2 = z»p% j3//3 = z^v^ — (w — 2) 2'ûP^ . . ; 

faisant ^ = i, j^'iij et aussi 1/3 s'abaisse de deux unités, 
et ainsi des autres. On peut aussi obtenir (^ en w, à l'aide 
des équations (12). 

Sur le nombre de tangentes communes à deux courbes, 

i2. Ce nombre s'obtient facilement par la théorie des 
polaires réciproques; maison peut le trouver analytique- 
ment par la théorie précédente. 

Soient 

çp(ar,jr,2) = 0, /(a:,7,2)=:o, 

les équations de deux courbes de degrés m et ^^, ou sim- 
plement y = o,y= o, a: et y étant les coordonnées d'un 
point P de la courbe /•,# faisons derechef 
àf df ^ df 

les valeurs de h donnent les coordonnées courantes de la 
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tangeolc en P ; les valeurs de h qui cori*espondent aux 
points où la taugcnte en P coupe la courbe 9, sont déter- 
minées par l'équation 

La condition pour que cette équation acquière deux ra- 
cines égales détermine les points P de la courbe/, qui 
jouissent de la propriété que les tangentes en ces points 
touchent aussi la courbe 9 ^ le nombre de ces points est 
celui des tangentes communes. 

Soit 
ç (x -f- ^/*,7 — - ah^z) = ii9-^u,b'\'Uih^-\ 4- uji*^ = o; 

pour que cette équation ait deux racines égales^ on doit 
avoir 

où A désigne une fonction homogène en jc, y^ z de degré 
am — â ; on a 

xa -^ yh -^ zc •=: o\ 

faisons comme ci-dessus , 

A =1 I — ah, 
nous obtiendrons 

[ ch ah\ 

posons 

(p(jc — c/<,j,zH-tf/i)=:c»-f-*'iA H-p,/*'4-. .4- »'«/*'", 
et opérant comme ci-dessus, on obtient 

= v« A"» 4- «f'i A"-' A A -f- zV, A"-» A' 4- . . . -f- z^ Cm A" 

On a 
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et à Taide du théorème 4 , 

et le théorème 3 donne 

A(ao,7«.,j'«a,. . ,/"«'») = ^'"^"'""'^^(«o,»!, «2,. . .,««), 
donc 

Cette équation montre qu'en faisant 2=1, on peut, 
à l'aide de l'équation /*= o , ramener la fonction 
^m(m-i)^ (wo,. .., M,„), et par conséquent aussi A (wo ,.• -j ''/«j^ 
à une autre fonction A' dont le degré est diminué de 
m (m — i) unités. 

Désignant le degré de i^i par B,, les nombres B^,, B, , . . . , B,« 

forment une progression arithmétique, et l'on a 

Bo = m , 

Bi=z m — i -{- n — i = /«-|-rt — 3, 

B2= m — 2H-2(/2 — i)=:/n-f-2/i — 4? 

Ba,=: m{n — i) (car les p renferment des a,b,c, . . .). 

La fonction A (p'o , i^i , . . . jt^in) monte, donc au degré 
(m — 1) (Bo H- B,„) = mn [m — i) •, ainsi la fonction A' 
est du degré 772/2 (m — i) — m (/tî — i) =zm{in — i) {n — 1)5 
ainsi les points P de la courbe /*, qui ont la propriété 
énoncée, sont donnés par l'intersection d'une courbe /"de 
degré n et d'une courbe A'= o de degré 77/(772 — 1) (71 — i): 
le nombre de ces points est donc mn [m — ^) [n — i) ; ré- 
sultat connu par la théorie des polaires réciproques. 



Ce Mémoire , de l'illustre et à jamais regrettable ana- 
lyste, qui complète enfin la théorie des polaires réciproques 
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(voùu IX, p. 295), est suivi d'une Lettre de son savant 
élève, le professeur Otto Hesse^ elle est datée de Kœnis- 
berg, le 3o décembre 1849. Nous la traduisons în extenso : 
« Je vous suis d'autant plus reconnaissant de ce que 
vous m'avez communiqué la démonstration relative aux 
tangentes doubles, que cela m'a engagé à faire un der- 
nier effort pour trouver l'équation débarrassée de tous 
les termes superflus de la courbe qui passe par les points 
de contact des doubles tangentes pour une courbe du 
quatrième ordre : je savais d'ailleurs qu'une telle équation 
doit exister, car je puis indiquer sept coniques qui passent 
par ces points (*) , non pas de la manière que ferait pré- 
sumer le théorème inexact de Plûcker sur les coniques 
passant par ces points , mais d'une toute autre manière , 
trop longue pour être donnée ici. Mon essai a réussi, et 
voici Je résultat : soient u = o l'équation de la courbe du 
quatrième ordre 5 A le déterminant de la fonction u for- 
mée de ses coefficients différentiels du second ordre 
"11? Wsî» • • •(**)• Soient ensuite A^, A2, A3, A^, Aaj,..., 
les premiers et seconds coefficients différentiels de A. Si 
Von pose 

t;,, = «„ «33 — aJa , ^^23= «13 "i2 — «Il «23 ; 

f'2'2 ^^^ «33 «Il «13 > «31 ^^ «21 «23 «22 «31 » 

(•3., = W,, U27 — «! j > «12 = «:i2 «31 — «33 «12 , 

l'équation cherchée du i4* ordre est 

(^\ t'n-h A, Un-hâ^l v] f^j,-»- 2 A, A,P23+2 A3 A, P3, + 2 A, A: A, 2) 
— 3 Au»'»! 4- Aj.Cja-H A33('33 4- 2A23<^23 4" 7.^z^i'3^ -h 2A,2f,i)=r O. 

w Veuillez avoir la bonté de remettre les Mémoires ci- 
joints à M. G.-R. Crelle. Agréez les vœux les plus sincères 
pour la nouvelle année, de votre très-dévoué disciple. » 

(*) Points qui sont au nombre de cinquante-six. 
( ** ) Voir tome X , pape i '>\ . 
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Observation. C'est M. Hcsse qui a introduit la théorie 
des homogènes dans la science. Voici ce que M. Jacobi 
dit, à Toccasion de cette introduction, dans le Mé- 
moire ci-dessus sur les doubles tangentes : a Les formules 
» de la Géométrie analytique ont gagné essentiellement 
)) en simplicité et en symétrie , en introduisant la fonc- 
)) tîon homogène f (x, y^ z) de trois variables x,j^, z, 
» au lieu de la fonction non homogène f (x^y)-^ et sans 
)) cette introduction, plusieurs des plus importantes re- 
» cherches ne pourraient se faire sans de très-pénibles 
» longueurs» Les recherches suivantes montreront de 
» nouveau T Utilité de cet important moyen auxiliaire. » 

Ce puissant auxiliaire est encore ignoré en France, 
pays de l'Europe où l'enseignement mathématique est le 
plus arriéré , et où des prescriptions misologues viennent 
repousser encore ce maigre enseignement au-dessous de 
celui de i65o (*). 

M. Poncelet a démontré les théorèmes suivants : 

1®. Une courbe plane A de degré w, «, généralement 
parlant, pour polaire réciproque y une courbe de degré 
n{n — \)\ 

2*^. Si la courbe A a a points doubles et j3 points de 
rebroussemeni , le degré de la courbe B est diminué de 
2a -H 3 (3 unités ; 

3®. A chaque tangente double de A correspond un 
point double dans B5 à chaque point dHnJlexion de A 
corr^espond un point de rebroussement dans B. 

Faisons 

n[n — i) = n' \ 
la polaire réciproque de B , d'après le théorème i , devrait 

(*) Au XVII* siècle, la géométrie se{;inentaire était ensci^^née. 
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être du degré 

n' [n! -- i) = /i* — 2«3h-/î; 

toutefois , cette polaire réciproque n'est que du degré n ; 
elle s'abaisse ainsi de n^ — ^n} unités : cela ne peut pro- 
venir que des points doubles et de rebroussemçnt de la 
courbe B, ou, ce qui revient au même (théorème 3) , des 
tangentes doubles et des points d'inflexion de la courbe A. 
Si a représente le nombre des tangentes doubles , et jS 
le nombre des points d'inflexion y on devra avoir 

or, M. Plûcker a démontré que l'on a 

p = 3/i(/î — 2). 

Il a conjecturé que 

[voir tome IX, page 295); et il a même démontré Texac- 
titude de la valeur de a pour /z = 4 9 dès lors 

2a-»-3p = /i* — 2/I^ 

M. Jacobi a, le premier, démontré la généralité de la 
valeur de a. Ainsi, le paradoxe que présentait la théorie 
des polaires réciproques est complètement expliqué. 



SOLUTION DE U QUESTION 242 

( TOir t. X, p. 888 ) ; 

. Par M. H. FAURE. 



Soit iT„+, = aT^+i -HT„ l'équation caractéristique 
d'une série récurrente : les deux premiers termes étant i 
et 3, aucun terme n'est un carré. (Euler. ) 

Ann. de Mathcmat., t. XII. (Mai i853.) II 
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Si Ton développe la quantité i-\- ^i élevée aux dif- 
férentes puissances, la partie commensurable a pour 
valeur 
(i) I, 3, 7, 17, 4i, 99, 239, 577,..., 

tandis que les coefficients de ^2 sont respectivement 
(2) I, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 

Il est facile de s'assurer que ces deux suites de nombres 
forment deux séries' récurrentes , qui ont pour échelle de 
relation les nombres 2 et i . La première est la série dont 
il est question dans Ténoncé \ la seconde jouit aussi de 
propriétés remarquables, que Ton signalera plus tard. 

Soient x eiy deux termes correspondants des séries (i) 
et (2), et posons , par exemple , 

Nous aurons aussi 

(i— s/^y^za: — x^2', 

d'où , en multipliant et supposant n pair, 

I = a?" — 2 j*. 
Si X pouvait être un carré z^ , on aurait 

a^ — I = 2/'; 

mais, d'après un théorème dû à M. Liouville (t. V, 
p. 73), la différence de deux bicarrés ne peut être le 
douUe d'un carré ] donc déjà les termes de rang pair de 
la série ne peuvent être des carrés. 
Si n est impair, on a 

— I = j;» — 2 j% 

équation que l'on peut écrire ainsi , 
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a: -f- I .r — I , 

et comme x est impair, et sont deux nom- 
bres entiers consécutifs 5 d^ailleurs , la somme de ces deux 
nombres est oci la question est donc ramenée à voir si, la 
somme des carrés de deux nombres entiers consécutifs 
étant un carré, la somme de ces deux nombres peut en 
être aussi un \ autrement dît, les équations 

2 « -h I =r a% 

sont-elles compatibles? Il est facile de s'assurer qu'elles 
ne le sont pas, car si du carré de la seconde on retranche 
le double de la première , on trouve 

équation impossible. Donc aucun terme de la série (1) 
n'est un carré. 

Remarque I. Si l'on forme le terme général de la sé- 
rie (i), on trouve facilement , pour la valeur du terme T„ , 

*"— 2 

Or, si l'on développe cette expression au moyen de la for- 
mule du binôme , les termes irrationnels se détruiront , 
tandis que les autres s'ajouteront 5 on aura donc, après 
avoir divisé par 2 , 

nin — i) /i(« — i)(«--2)(« — 3) ,, 

1.2 I • 2 . 3 . 4 

On peut donc dire que, quelle que soit la valeur que l'on 
donnera à n , jamais cette expression ne pourra devenir un 
carré. 

Remarque H. La démonstration précédente prouve 
qu'en considérant les termes de rang pair de la série (i), 
le carré de chacun d'eux, diminué de i, est le double du 
carré du terme correspondant de la série (2), et qu'au 
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contraire, si au carré d'un terme de rang impair on 
ajoute l'unité, on forme le double du carré du terme cor- 
respondant de la série (a). 

D'après une autre décomposition , si l'on ne considère 
que les termes de rang impair de la série (2), le carré de 
chacun d'eux est la somme de deux carrés consécutifs; 
ainsi : 

29 = 20 -f- 21 , 

169 =r 119 + 120, 
985' = 696' + 697, 



de plus , la somme des racines des quantités placées dans 
le second membre doit former le terme de rang impair 
correspondant dans la série (i) ; ainsi : 

I +0 =1, 
3 + 4 =7» 

20 -h 21 =4^> 
109 ■+• 120 = 289, 
696 -f- 697 = 2893 , 



Considérons, d'un autre côté, cinq termes consécutifs a, 
i, c, c?, e de la série ( 2) 5 on a : 

d= 2c -4- à, 
c = 2b -{- a. 

Éliminant i et rf, on trouTe 

e = 6c — a; 
telle est donc la relation qui existera entre trois termes 
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consécutifs de la série obtenue , en ne considérant que les 
termes de rang impair dans la série (2). On peut donc 
énoncer ce théorème : Si T„^, = 6T^i — ï„ est l' équa- 
tion caractéristique d'une série récurrente dont les deux 
premiers termes sont i et 5, le carré de chaque terme est 
la somme de deux carrés entiers consécutifs. 

Remarque III. Aucun terme de la série (2) ne peut 
être un carré : théorème analogue à celui qui était pro- 
posé. 

Remarque IV. Le terme général de la série (2) est 

2y^2 
ou bien, en développant, 

" 1.2.3 

"^ 1.2.3.4.5 ^+---> 

donc, quelle que soit la valeur donnée à /t, jamais cette 
expression ne pourra devenir un carré. 

Remarque Y. Considérons dans les séries (1) et (2) 
seulement les termes de rang pair^ nous aurons les nom- 
bres 

3, 17» 99» 577,..., 

2, 12, 70, 408,...; 

chaque terme de la première série, augmenté ou diminué 
de l'unité , deviendra un carré. 

Car, soient toujours x et/ deux termes correspondants 
de nos nouvelles séries , ils auront entre eux la relation 

^5 _- 2/' = I ; 
d'ailleurs 
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Elevant au carré , 

(i — y/â)^ = 0?' -f- 27* — 7,xy v/2 ; 

de sorte que si x est le terme de rang n , x' H- 2y', que 
nous désignerons par T,„, sera le terme de rang 2^5 on 
aura donc 

En donnant à n toutes les valeurs possibles, on voit que 
si l'on diminue d'une unité chaque terme de rang pair 
de nos nouvelles séries, on forme un carré. Pour avoir 
les termes de rang impair d'une manière analogue , il faut 
considérer x et j- comme étant des termes de rang impair 
des séries (i) et (2)5 on a alors 

«^ — 27' = — I , 
par suite 

T,„ H- I = ^' -h 2/' -f- 1 = (2/)^ 

Remarque VI . Puisque x^ — iy^ = rb i , on a 



X* , I 



et comme y peut surpasser toute valeur assignable, il 
s'ensuit que la limite des fractions 
I 3 717 

I 2 5 12 

que l'on obtient en divisant chaque terme de la série (i) 
par son correspondant de la série (2), que cette limite, 
dis-je, est v/2, résultat connu depuis longtemps. 

Mais ce que l'on n'a peut-être pas remarqué , c'est que 
le rapport 

I -h3-f- 7 4- 17 -f-4' +• - ■ 
7-f-2 + 5+ 12-H I9H-... 

est égal à 2. Cela se voit aisément , car la série (i) est 
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donnée par la fraction 

I -f- X 



I — %x — x'^ 
tandis que la série ( 2 ) est donnée par la fraction 



1 — IX — or' 
leur rapport est i -H J? et devient 2 pour a: = i . 



SUR U QUESTION 261 

(voir t. XI. p. 4M); 

Par m. le Paofesseue BRIOSGHI. 



Al, A.S, As, Ai, As^M sont six points situés sur un 
ellipsoïde, 



d^ = dist. rectil. de A| à M, 

di z= id. A3 à M , 

etc. 



Di = demi-diam. parall. à d^ , 
Da= id. à d^j 

etc. 



p, = volume du tétraèdre AaAsA4A6, 

*'2= id, A,AaA4A5, 

etc. 

dl 
On a la relation analytique ^ ^ Kl ^r = o. 



Soient 



x^ y^ z" __ 



Téquation de l'ellipsoïde 5 a^^^y les coordonnées du 
point M", Xr-i yn ^'r celles d'un quelconque des points 
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Al, As, . . .la relatiou connue 

nous donne 



D' a» "^ b^ 



i_-- ««^r Pjr 7^r. 

2 D; "" ' «» Ô' C* ' 

et 9 en posant r=:i,a,...,5,on aura cinq équations 
analogues, entre les quatre inconnues -=r^» -^^ -£? -,? 
et par conséquent 

dét. ( ïv' ij-ï^^jj^î^, ) = o. 



gï ' ï î «2^5 J JTs > ^ 



Or 

donc, en développant le déterminant supérieur, 

V + '^r 

SI l'ellipsoïde devient une sphère, on a 

c 

D, = D2..., et ^ ± g?^ fv = o ; 

cette dernière relation a lieu aussi lorsque le point M 
n'est pas sur la sphère. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 265^ 

Par m. THIOLIER, 

Élève à rÉcole des Mines, à Saint-Étienne. 



Si /7ï = p* — ûf , la suite des fractions -r i 77 = r ' 

^ ^' b^ b' a-^pb 

a" pa'-{~mb' /— „ 

TTT = —7 -rr » • • • 1 converge vers s m , quelle que soit 

la fraction initiale -r'^m^p^q^a^b sont des nombres en- 
tiers positifs donnes. (Prouhet.) 

Considérons une fraction quelconque de cette suite, 
celle de rang (72+2) par exemple; nous aurons 

«Wi p^n -h ^^« 





bn+\ 0, 


t+pbn 




bn 


+ /» 






Or on a, de même, 
















an 

bn 


=p — 


< 


1 
















donc. 


en définitive , 


on aura 












^«+'-« 


^ 
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2/>- 


■^ . 
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1 
+ /» 
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par suite , la limite cherchée sera 

7 



X •= p — 



2/? 



■2p 



Or, si nous développons ^m en fraction continue , nous 
aurons 







p-^-vp' — i 




'" ..- ' 


7 

2/?. 


2p~ 


On voit donc qu'à la limite on a 




.r = ^/w . 




NOTE SUR LES THÉORÈMES DE GOPEL 


(voir p. 188-138) ; 




Par m. LEBESGUE. 





On a omis de dire que les théorèmes sur les nombres 
premiers ne sont pas nouveaux -, ils sont énoncés dans la 
Théorie des Nombres {voir U I, p. 3o5 et 3o6). Chez 
Legendre , ces théorèmes sont une conséquence des divi- 
seurs quadratiques de la formule t^ + au? et de la loi de 
réciprocité, tandis que Gopel rattache ces théorèmes à la 
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réduction de la racine carrée du nombre premier en frac- 
tion continue. 

On a d'ailleurs l'identité 



BIBLIOGRAPHIE. 



Leonelli. 

Supplément logarithmique contenant la décomposition 
(les grandeurs numériques quelconques en facteurs 
finis j reconnue très-propre et incomparablement plus 
courte que toute autre méthode pour calculer directe- 
ment les logarithmes et leurs valeurs naturelles à l'aide 
des logarithmes de ces facteurs, et munie de trois 
Tables de logarithmes facteurs : les deux premières 
pour les logarithmes vulgaires et hyperboliques à vingt 
décimales, et la troisième pour les logarithmes vul- 
gaires à quinze décimales, dont l'application est en- 
core plus simple et plus utile ; et 

La théorie des logarithmes additionnels et déductifs où 
de certains logarithmes qui donnent directement les 
logarithmes des sommes et des différences des valeurs 
naturelles, dont on ne connaît que les logarithmes^ 
par Leonelli. Prix : 3 francs 5 à Bordeaux, de Timpri- 
merie de ^. Brossier, marchand de papier, rue de la 
Liberté , n^ 10; an xi •, in-8^, de 60 pages. 

Cet opuscule, aussi remarquable qu'ignoré, contient 
deux parties. La première partie donne un moyen de 
calculer rapidement les logarithmes des nombres et les 
nombres correspondant aux logarithmes à Taide d'une 
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décomposition des nombres en facteurs, décomposition 
très- ingénieuse et d'une extrême simplicité. Soit le bi- 
nôme ai -H Ti ; on a l'identité 



,=»,(.. ^), 



Faisons — = «, -H — ; nous aurons 

Posons — ; — ^ : = a» H r^ ;; nous obtiendrons 

et ainsi de suite. 

Soit maintenant N un nombre entier compris entre lo^ 

et lo?^*^ le logarithme de N , abstraction faite de la carac- 

. N 

téristique , est le même que le logarithme de — ^ on prend 

N 
la partie entière de — pour ai et la partie décimale 

pour Ti ; «1 n'a qu'un seul chiffre, et les quantités r deve- 
nant de plus en plus petites peuvent enfin être négligées. 
On divise /'i par ai en ne prenant qu'un seul chiffre si- 
gnificatif que l'on prend pour a% et le reste pour r^ ] on 
divise r^ par ai (i-\- a^) en ne prenant toujours qu'un 
seul chiffre; on obtient a^ , et ainsi de suite; de sorte que 
les nombres i -|- «i , i -f- ûTs , i -f- as , etc. , sont de la 

forme i H i où f est un des nombres de la suite 1,25 

3 ,. . . , 9 , et Ton obtient 

N 
log-— = logfl, -h log(n-«,)-i-log(i -Hrts) -I-. . . 
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Si Ton a donc une Table des logarithmes des nombres 
de la forme i H ^i on aura ainsi , par une simple ad- 
dition, le logarithme N', Leonelli a calculé cette Table 
pour les logarithmes vulgaires et népériens en donnant 
à m toutes les valeurs , depuis o jusqu'à 1 1 , et à it les va- 
leurs de I à 9, chaque logarithme avec vingt décimales, 
en tout quatre-vingt-quinze logarithmes^ par exemple, 
soitN = 871. 

On prend 

«,= 8, r, = o,7i, «2=0, 08, ra = o,07, 
03 = 0,008, r3=r 0,06912,. . . , 
et l'on trouve 



8 8 



fl,= 8, flfj=— -î «3=: y «4= -, 



I I 



û&=- 



10' 10' IO« 10' 



1 



9 

10" 



4339 
10* 10* 10'* 10" 

et 

8, 1 7 = «, (1+ a,) (i 4- «3), . . . , (i 4- «,o). 

Prenant, dans la Table, les logarithmes des onze quantités 

ai (i -H «1 ) , etc. , on trouve, pour logarithme vulgaire , 

log8,7i =0,94001815500741. 

Leonelli indique aussi un procédé pour revenir du lo- 
garithme au nombre. On voit que l'avantage de cette mé- 
thode est de se procurer les logarithmes avec tant de déci- 
males qu'on veut. On peut aussi adopter pour a^^a^^ etc. , 
deux chiffres significatifs , mais alors il faut calculer 
d'avance une autre Table , et ce qu'il nonmie la troisième 
Table à deux chiffres, mais seulement pour les logarithmes 
vulgaires. 

Ces Tables, si utiles, devraient être imprimées avec 
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celles deCalIet, que les progrès de la science ont rendues 
si insuffisantes. L'Allemagne possède des Tables riches, 
commodes et peu coûteuses. Telles sont les Tables de 
Vëga publiées à Leipzig en i849î prix : i4 francs. 

La seconde partie contient une Table au moyen de la- 
quelle , connaissant log m et log n , on trouve immédiate- 
ment log (w-h«) sans connaître ni m ni n. C'est cette 
Table que M. Gauss a perfectionnée et mise en vogue, et 
il dit, en effet, en devoir l'idée à Leonelli, dont elle devra 
porter le nom [voir tome X, page 289). Nous en avons 
donné l'explication au même endroit^ l'argument de cette 

Table étant les logarithmes de i H oude i > on 

voit que la seconde partie de l'ouvrage de Leonelli a quel- 
que rapport avec la première. C'est le même genre 
d'idées (*). 

Leonelli ayant présenté son ouvrage à llnstitut, De- 
lambre en fit le Rapport dans la séance du i®"" floréal 
an X, Rapport qui est joint à l'ouvrage (page 49) ? parlant 
du procédé de la première partie , Delambre dît : « L'idée 
» sur laquelle se fonde tout ce procédé est si simple 
n et si naturelle, qu'on a lieu de s'étonner également, 
» ou que personne ne l'ait eue avant M. Leonelli, ou, 
» si elle n'est pas nouvelle, que tous les éditeurs de 
» Tables logarithmiques n'aient pas consacré deux pages 
» à l'exposition d'une méthode qui parait un supplément 
» indispensable^ surtout aux Tables qui n'ont que six ou 
» sept décimales. Pour nous , nous n'en avions aucune 
» idée et nous la regardions comme absolument nouvelle , 

{*) Une traduction allemande de TouTrage de Leonelli a para à 
Dresde, en 1806, Leonelli logariihmische Supplemente ; c'est probablement 
cette traduction que M. Gauss aura lue. L'ori{]final est excessivement rare, 
je ne le trouve cité que dans la France littéraire de M. Querard. 
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» quand le citoyen Lagrange s'est souvenu de Favoîr vue 
» dans une préface de Vlacq, qui devait l'avoir tirée de 
» Briggs. » 

On sait, en effet , que Jean Neper, baron de Merchiston , 
dans son Mirifici logarithmorum canonis Descriptio 
(Edimbourg, 1614)9 a adopté pour base du système un 
nombre irrationnel qu'on a depuis désigné par la lettre e; 
cet ouvrage , n'ayant pour but que de calculer les triangles 
sphériques , ne contient que les lignes trigonométriques et 
leurslogaritkmes^ sans dire la manière de les calculer. L'au- 
teur étant mort en 1617, son fils Robert publia, à Lyon, 
en 1620, un autre ouvrage de son père, intitulé : Loga- 
rithmorum canonis constructîo .Dans un appendice, Neper 
ditqu'un système plus commode serait celui où l'on poserait 
logi=o et logio=i. 

C'est ce système que Henri Briggs a adopté avec l'appro- 
bation de Neper ; il publia une première cbiliade en 161 7, 
et ensuite dans son Arithm^tica logarithmica (Londres , 
1624), ouvrage excessivement rare, ce géomètre a cal- 
culé trente chiliades , de i à 20 000 et de 90 000 à 1 00 000 , 
avec quatorze décimales 5 pour remplir la lacune, il pro- 
pose deux méthodes : la première est celle de Vinterpohi^ 
Won, et la seconde , qu'il donne dans son chapitre XIV, 
est précisément celle que Leonelli a retrouv^ée avec deux 
changements^ 1° sa Table est à vingt décimales : celle de 
Briggs n'en a que quatorze^ 1^ la Table de Leonelli n'en 
suppose aucune autre , celle de Briggs suppose qu'on ait 
déjà une Table de dix mille logarithmes (*). Adrien 
Vlacq, mathématicien et libraire, a rempli la lacune lais- 
sée par Briggs \ ses grandes Tables , qui parurent à Gouda 

(*) Briggs est mort en i63o. 
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(Hollande) en 1628, contiennent des logarithmes vul- 
gaires de I à 1 00000 9 mais seulement avec dix décimales. 
Vlacq copie le discours préliminaire de Briggs et donne 
les deux méthodes^ depuis, aucun écrivain n'a parlé du 
second procédé , et il était complètement oublié lorsque 
Leonelli, comme nous avons dit^ Ta de nouveau inventé, 
et il a été derechef oublié en France, car Leonelli n'a 
pas mis son opuscule en vente. Il n'existe pas dans les 
bibliothèques publiques de Paris. J'en ai parlé par ha- 
sard au même savant qui m'a procuré la biographie 
de Malfatti (page 1 36). Étant à Cor/ou en 1842, me 
dit-il, yy aï rencontré Leonelli qui m'a donné son ou-- 
urage et d'autres brochures. Une demi-heure après, 
j'avais l'ouvrage. 

Dans un article d'un journal publié à Corfou [jélbuni-- 
Jonio, 28 avril 1841)5 Leonelli prend le titre d'archi- 
tecte et signe Zecchinî-Leonelli. L'article concerne une 
extraction rapide des racines des nombres. 

On a aussi de Leonelli un ouvrage intitulé : Démons^ 
tration des phénomènes électriques y ou Théorie de l'élec^ 
tricité prouvée par l'expérience, Strasbourg*, de^l'imprî- 
merie de Lei^rault; i8i3 ; in-8**. La bibliothèque de cette 
ville ne possède aucun ouvrage de Leonelli. La bibliothè- 
que de Bordeaux a le Supplément logarithmique. 

On lira peut-être avec quelque intérêt ce compte rendu, 
aujourd'hui que les professeurs, sous peine d'être mal 
notés , sont tenus de rendre aux logarithmes un culte de 
dulie. 
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NOTE SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES {*); 

Pab m. e. lionnet, 

Professeur au lycée Louis-le-Grand. 



PRINCIPES. 

I. L'erreur absolue d'une quantité , remplacée par une 
valeur approchée par excès ou par défaut, est la différence 
entre cette quantité et sa valeur approchée. Ainsi Terreur 
ahsolue du nombre 957 , remplacé par 960 ou par g54 y 
est égale à 3 unités, 

II. U erreur relatwe d'une quantité, remplacée par une 
valeur approchée par excès ou par défaut, est le rapport 
de l'erreur absolue de cette quantité à cette même quan- 
tité. Ainsi Terreur relative du nombre 967 , remplacé par 

960 ou par 954 , est égale à — j?-- 

m. U erreur relatwe d'un nombre entier ou décimal 
sur la droite duquel on supprime un ou plusieurs chiffres^ 
quon remplace par des zéros s'ils sont à gauche de la 
"virgule ^ est moindre que V unité décimale dont l'ordre 
est marqué par le nombre moins jun des chiffres conservés 
à partir du premier c hiffre significatif. 

Ainsi Terreur relative du nombre o,o3i 4i 59, qu'on 
remplace par o , o3 1 4 ? est moindre que 0,01. Car Terreur 
absolue du nombre proposé est moindre qu'un dix-mil- 
lième, tandis que le nombre proposé lui-même excède 

(*) Cette théorie des approximations répond aux n°* 16 et 17 du pro- 
gramme d'arithmétique des lycées (sciences, classe de troisième). Elle 
suffit aux candidats aux Écoles du Gouvernement. 

Ann. de Mathêmat., t. Xll. (Mai i853.) 12 
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3oo dix-mîUièmes 5 et , à plus forte raison, loo dix-mîl- 
lièmes; donc Terreur relative de ce nombre (II) est 
moindre que i dix-millième divisé par 3oo dix-millièmes 

ou que 5 — > et, à plus forte raison, moindre que o,oi. 

On voit de même que Terreur relative du nombre 3 1 4 ) i Sp, 
remplacé par 3i4> i? est moindre que o,ooi , et que Ter- 
reur relative du nombre 3141S9, remplacé par 3 1 0000, 
est moindre que 0,1. 

Corollaire, Il en résulte que , pour obtenir une valeur 
approchée par défaut d'un nombre entier ou décimal 
ai^ec une erreur relatii^e moindre qu'une unité décimale 
d'un ordre énoncé , il suffit de consen^er sur la gauche 
de ce nombre, à partir du premier chiffre significatif, un 
nombre de chiffres égal au nombre plus un qui marque 
Vordre énoncé. 

Remarque I. Lorsque le premier chiffre significatif à 
gauche du nombre proposé est autre que i , / 'erreur relatii^e 
de ce nombre est moindre qu'une demi^unité décimale 
de l'ordre marqué par le nombre moins un des chiffres 
conservés. Ainsi Terreur relative du nombre Oyo3i4f Sp^ 

remplacé par o,o3i4 ) étant moindre que ^ — j est, à plus 

forte raison , moindre qu'un demi-centième. Il en est en- 
core de même lorsque le premier chiffre significatif, à 
gauche du nombre proposé, étant i , le premier des chîfires 
négligés , exprime moins de 5 unités ou lorsque ce chiffre 
est un 5 non suivi d'autres chiffres significatifs. Ainsi 
Terreur relative du nombre r4»i4^*'*9 remplacé par 
i4» i4 9 est moindre qu'un demi-millième. 

Car Terreur absolue du nombre proposé étant moindre 
qu'un demi-centième et ce nombre excédant mille cen- 
tièmes, son erreur relative est moindre qu'un demi-ceii- 
tîème divisé par mille centièmes ou qu'un demi-millième. 



(^79) 

Donc, dam la plupart des cas (17 envirousur 18)^ 
pour obtenir une valeur approchée d^un nombre entier 
ou décimal ai^ec une erreur relatis^e moindre quune detnir 
unité décimale d^un ordre énoncé, il suffit de conserver, 
à partir du premier chiffre significatif à gauche, autant 
de chiffres plus un quil est marqué par l 'ordre de l 'unité 
décimale énoncée. 

Remarque}!. Le même principe (lU) et ses conséquences 
sont applicables à un nombre entier ou dccimal sur la 
droite duquel on supprime un ou plusieurs chiffres en 
augmentant d'une unité le dernier chiiTre conservé. Ainsi, 
pour obtenir une valeur du nombre 1^,1^11^ approchée 
par excès avec une erreur relative moindre que 0,001, oa 
le remplacera par 149 15 ; et pour obtenir une valeur du 
nombre 27, 1828..., approchée par excès avec une erreur 
relative moindre qu'un demi-millième , on le remplacera 
par 27,19. 

IV. L'erreur absolue d *un produit gxS de deuxfac' 
teurSj dont on modifie un seul facteur 9 , en le rempla- 
çant par une valeur 9 + 2 om 9 — 2 , approchée par 
excès ou par défaut, est égale au facteur 5 non modifié, 
multiplié par V erreur absolue 2 de Vautre facteur ^ et 
V erreur relatis^e du même produit est égale à celle du 
facteur modifié. 

1°. En multipliant le nouveau multiplicande 9 -H 2 ou 
9 — 2 par le même multiplicateur 5,ona9X5-l-2X5 
ou 9x5 — 2X5^ donc , dans l'un et l'autre cas , Terreur 
absolue du produit 9 X 5 est 2 X 5 ou 5 X ^ (I) . 

2®. Pour obtenir Terreur relative du produit 9 X 5 , 
on divise son erreur absolue 5X2 par 9 X 5 (II) , ce qui 

donne - ou Terreur relative du facteur o modifié. 

9 ^ ^ , 

V. L'erreur absolue d'un produit gx5 de deux fac- 
teurs , qu'on remplace par des valeurs 9 — 2 et 5 — 3 

J2. 
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approchées par défaut, est moindre que la somme des 
produits quon obtient en multipliant chacun des facteurs 
par r erreur absolue de Vautre facteur^ et V erreur rela^ 
tiv^e du même produit est moindre que la somme des 
erreurs relatives des deux facteurs , 

1^, En supposant d'abord qu'on modifie le seul fac- 
teur 9 eu le remplaçant par 9 — 2 , ce qui revient à rem- 
placer 9X5 par (9 — 2) x 5 , l'erreur absolue du pro- 
duit 9X5 sera 5X2 (IV) 5 ensuite, si l'on remplace, 
dans le produit (9 — 2) X 5 , le facteur 5 par 5 — 3 , on 
obtiendra le produit (9 — 2)x(5 — 3) en commettant 
une nouvelle erreur absolue égale à (9 — 2) x3 (IV), 
et , par conséquent , moindre que 9 X 3 -, donc l'erreur 
absolue totale du produit 9X5 sera moindre que 
9X3-|-5x 2. 

2°, L'erreur absolue du produit 9 x 5 étant moindre 
que 9X34-5X2, son erreur relative (H) sera moindre 
que 

9X3 +5X2 _ 9X3 5x 2 _3 2 
9X5 ~'9X5"*"9X5'~5'^9' 

c'est-à-dire moindre que la somme des erreurs relatives 
des facteurs 5 et 9. 

Corollaire I. L'erreur relatii^e d^un produit de plu- 
sieurs facteurs ^ quon remplace par des valeurs appro- 
chées par défaut y est moindre que la somme des erreurs 
relatives de tous les facteurs. 

Corollaire II. Verreur relative de la puissance d^un 
nombre, quon remplace par une valeur approchée par 
défaut, est moindre que V erreur relative de ce nombre 
multipliée par le degré de la puissance. 

VI. L'erreur absolue d'un quotient ^9 dans lequel 

on remplace le dividende 9 par une valeur 94-2 ou 
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9 — 2 approchée par excès ou par défaut, est égale à 
V erreur absolue du dwidende dîi^isée par le dwiseur^ et 
l'erreur relative du même quotient est égale à celle du 
dividende, 

1°, En divisant le nouveau dividende 9 + 2 ou 9 — a 
par le même diviseur 5, on a le nouveau quotient 

û 2 Q 2 

5 + 5 °" 55' 

donc, dans Tun et dans Tautre cas, l'erreur absolue du 
quotient ^ est égale à ^5 c'est-à-dire à Terreur absolue du 
dividende divisée par le diviseur. 

2°. Pour obtenir Terreur relative du quotient ^, on 

20 2 

divise son erreur absolue -= par ^ , ce qui donne - ou Ter- 
reur relative du dividende. 

"Vn. L'erreur absolue d'un quotient ^5 dans lequel 

on remplace le diviseur 5 par une valeur 54-3 ow 5 — 3 
approchée par excès ou par défaut y est égale à ce quo^ 
tient multiplié par le rapport de l'erreur absolue 3 du 
diviseur à sa valeur approchée 5 -4- 3 om 5 — Z'^et l'erreur 
relative du même quotient est égale à V erreur absolue du 
diviseur divisé par sa valeur approchée. 

i^. En supposant qu'on remplace le diviseur 5 par 

5 -h 3 , Terreur absolue du quotient ^ sera 



9__ 
5 5 



iH-S"-^^ U 54-3)' 



réduisant les quotients entre parenthèses au même divi- 
seur 5 X (5 + 3), et prenant la différence des deux quo- 
tients qui en résultent, on trouve que Terreur absolue du 
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quotient est 

0X3 9 3 

^ ^^ on 2 v* . 

5x(5h-3) 5^5 + 3 

En supposant qu'on remplace 5 par 5 — 3 ou par a, on 
trouve, de la même manière, que l'erreur absolue du 
quotient 

9 9 ^ 9X3 

2 2 + 3 2X (2 -h 3)* 

OU , ce qui revient au même , 

9 3 

pX 



5""5 — 3 
2*^. L'erreur absolue du quotient ^ étant 
Q 3 q 3 

si on la divise par ^5 on aura, pour Terreur relative 

de ce quotient, 

3 3 



5 4-3 5 — 3 

Corollaire I. Selon que le nombre qui remplace le 
dii^iseur est une valeur approchée par excès ou par 
défaut i V erreur relatii^e du quotient est plus petite ou 
plus grande que celle du diinseur. 

Corollaire H. Lorsque le div^iseur 7,8 étant un nombre 
décimal dont la partie entière 7 excède m fois le quo- 
tient ^ on remplace ce diviseur par sa partie entière, 

l'erreur absolue du quotient est moindre que — • 

Car» en supposant que 9 soit le dividende , l'erreur 

absolue du quotient -^ sera (1°) 

7,8^ 7 <7,8^7' 
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mais, par hypothèse, 7 excède m fois le quotient -â--, 

donc , le cinquième du quotient est un nombre moindre' 

que — î et il en est de même, à plus forte raison, du 

produit 

q 0,8 

\^ni. L^ erreur relatwe d'un quotient ^^ dans le- 
quel on remplacé le dii^idende par une valeur g — 2 
approchée par défaut, et le diviseur par une valeur 
5 + 3 approchée par excès ^ est moindre que la somme 
des erreurs relativ^es du dividende et du diviseur. 

Le quotient proposé et celui qui le remplace étant égaux 
respectivement aux produits 

on voit que chacun des facteurs 9 et ^ du premier pro- 
duit a été remplacé par une valeur approchée par défaut; 
donc l'erreur relative de ce produit ou du quotient pro- 
posé est moindre que la somme des erreurs relatives de 
ses deux facteurs (V); or Terreur relative du facteur 9 

remplacé par 9 — 2 est - ; Terreur relative du fac- 
teur ■= remplacé par ^ 5 est moindre que ■= ( VII , co- 
rollaire I) ; donc Terreur relative du quotient proposé est 

moindre que 

2, 3 

9 ^ 

MULTIPLICATION ABRÉGÉE. 

IX. Pour trouver^ à moins d'une unité entière ou 
décimale d'un ordre énoncé, le produit de deux nom- 
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bres entiers ou décimaux , on écrit y dans un ordre in- 
i^erscj les chiffres du multiplicateur sous le multiplicande, 
de manière que le chiffre des unités simples corresponde 
à celui du multiplicande qui exprime des unités cent fois 
plus petites que celles de V ordre énoncé^ on multiplie 
le multiplicande successix^ement par chacun des chiffres 
du multiplicateur y à partir de la droite, en faisant abs- 
traction des chiffres du multiplicande placés à la droite 
de celui qui sert de multiplicateur : on écrit chacun de 
ces produits partiels au-dessous du multiplicande, de 
manière que leurs premiers chiffres à droite soient dans 
la même colonne verticale j enfin, on additionne tous 
ces produits y considérés comme exprimant des unités 
cent fois plus petites que celles de V ordre énoncé ^ et 
Von supprime deux chiffres sur la droite du résultat, 
en augmentant d'une unité le dernier chffre consente. 
En appliqu£(nt cette règle au produit 

3,141592.. , X 27,1828. . ., 

dont on demande une valeur approchée à moins d'un 
dixième, on trouve 85,4 pour le 
produit demandé. 

Démonstration, La partie du 
multiplicande écrite à la droite du 
premier chiffre 2 employé comme 
multiplicateur , étant moindre 
qu'un dix-millième, en omettantde 
la multiplier par 20, on a diminué 
le produit proposé d'un nombre 
moindre que 2 millièmes •, la par- 
tie du multiplicande écrite à droite 
du deuxième chiffre 7 employé comme multiplicateur, 
étant moindre qu'un millième, en omettant de la mulli- 



3,i4i 592.... 


.. . .8281,72 


62,83 


21,987 


Si 4 


248 


6 


85,38 S 


85,4 
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plier par 7, on a diminué le produit d'un nombre moin- 
dre que 7 millièmes. Raisonnant de la même manière à 
l'égard des chiffres suivants employés comme multipli- 
cateurs, on voit qu'on a successivement diminué le pro- 
duit de trois nombres formant une somme moindre que 
(1 + 84-2) millièmes. Enfin, le multiplicande étant 
moindre que 10 , et la partie du multiplicateur écrite à sa 
gauche étant moindre que (8 + 1) dix-millièmes, en 
omettant de multiplier le multiplicande par cette partie 
du multiplicateur, on a diminué le produit d'un nombre 
moindre que (8 -hi) millièmes 5 donc, en définitive, si 
l'on remplaçait le produit proposé par le produit 85,385 
obtenu précédemment , on aurait diminué le premier pro- 
duit d'un nombre moindre que (2-1-7-1-1-4-84- 2 -h8-f-i) 
millièmes, ou , plus généralement, d'un nombre moindre 
que 101 millièmes, en supposant que 2-|-7-hi-l~8-h2-|-8 
n'excède pas le nombre 100. De plus, si après avoir 
supprimé les deux premiers chiffres à droite du nom- 
bre 85,385 , on le remplaçait par le nombre 85,3, on di- 
minuerait encore le produit proposé de 85 millièmes, 
c'est-à-dire d'un nombre qui ne peut excéder 99 mil- 
lièmes ; donc , la diminution totale du produit proposé se- 
rait moindre que (loi-l- 99) millièmes ou que 2 dixièmes ; 
donc , enfin , si l'on ajoute i dixième à 85,3, le résultat 85,4 
et le produit proposé différeront entre eux d'une quantité 
égale à la différence entre 1 dixième et un nombre moindre 
que 2 dixièmes , c'est-à-dire d'un nombre moindre qu'un 
dixième. 

Remarque. La règle précédente, connue sous le nom 
de règle d'Onghtred, suppose le cas très-général où la 
somme des chiffres employés au multiplicateur, aug- 
mentée du premier des chiffres négligés, n'excède pas 100. 
Dans le cas où cette somme serait comprise entre 100 
et looi, on verrait facilcmenl qu'il suffirait de modifier 
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la règle d'Onghtred , en écrivant le chiffre des unités 
simples du multiplicateur sous celui qui exprime des 
unités raille fois plus peti tes que celles de Tordre énoncé , 
puis en supprimant trois chiffres au lieu de deux, sur 
la droite du produit obtenu. Mais si celte même somme 
n'excédait pas lo, il suffirait de placer le chiffre des unités 
simples du multiplicateur sous celui qui exprimerait des 
unités dix fois moindres que celles de Tordre énoncé, et 
alors on supprimerait un seul chiffre à la droite du produit 
obtenu. Enfin , il est utile d'observer qu'en intervertis- 
sant l'ordre des deux facteurs proposés , on obtiendrait la 
même valeur approchée, d'où il résulte qu'on pourra 
substituer à la limite précédente la somme des chiffres du 
multiplicande, jujsqu'à celui qui suit immédiatement le 
premier chiffre à droite du multiplicateur renversé. 

DIVISION ABRÉGÉE. 

X. Pour trouver, à moins d^me unité entière ou dé- 
cimale d'un ordre énoncé^ le quotient de la division de 
deux nombres entiers ou décimaux, on commence par 
déterminer V ordre des plus grandes unités, et y par 
suite, le nombre n des chiffres du quotient demandé. 
Faisant ensuite abstraction de la virgule dans les nom," 
bres proposés , on prend sur la gauche du di\^iseur le plus 
petit nombre au moins égal àn\ ce nombre, à la droite 
duquel on prend encore n chiffres du dis^iseur, forme 
le premier dii^iseur partiel^ pour Jbrmer le premier 
dii^idende partiel, on prend sur la gauche du dii^i- 
dende le plus petit nombre qui contienne le dii^iseur^ 
dwisant le premier dii^idende par le premier div^iseur, 
on obtient le premier chiffre à gauche du quotient^ on 
prend pour second dii^idende partiel le reste de la divi- 
sion précédente y et y pour second diviseur, le diviseur 
précédent privé de son dernier chiffre^ et ainsi de suite jus- 
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quà ce qu'on ait obtenu n chiffres au quotient; alors on 
fait en sorte que le premier chiffre à droite exprime des 
unités de l'ordre énoncé. 

Soit proposé de trouver le quotient de 3,1415926535... 
par o,6g3i47i8,.., à moins de o,ooi. On reconnaît 
immédiatement que, le quotient étant compris entre i 
et lo^ son premier chiffre significatif exprimera des unités 
simples , et comme le dernier doit exprimer des millièmes, 
le quotient aura quatre chiffres^ donc on prendra 69314 
pour premier diviseur, 3i4i59 pour premier dividende, 
et en observant la règle précédente, on trouvera 4>532 
pour le quotien t demandé : 



3i4i59 

36903 

2248 

169 

3*1 



693*4 3 I 4 I 5 9 2 6 5,3 . 
4532 3690326,5,3. 
2248 2,6,5. . 
I 6 9,2,6. . . 
3 1,2 6. . . 



69,3,1,4,7- 



4532 



Démonstration. En multipliant le dividende proposé 
par 1000, on ramène la question à la recherche du quo- 
tient de 3i4t)59. .. par 0,6931... à moins d'une unité^ 
et en multipliant le nouveau dividende et le diviseur 
proposé par 1 00000 , ce qui ne change pas le quotient, on 
est conduit à chercher, à moins d'une unité , le quotient 
de 314159265,3... par 6931457. •.. Or ce diviseur, ayant 
cinq chiffres à sa partie entière et 6 pour premier 
chiffre, vaut au moins 60000, tandis que le quotient, 
n'ayant que quatre chiffres à sa partie entière, est moindre 
que loooo ; donc la partie entière du diviseur excède six 
fois le quotient, et en prenant 69314 pour premier divi- 
seur, on a augmenté le quotient d'une quantité moindre 

que ^ (VII, cor* II). La première division partielle donne 
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le premier chiffre 4 des mille du quotient et un reste 
36903265,3... qu'il faudrait diviser par 69314 pour com- 
pléter ce quotient; mais en divisant ces deux nombres par 10, 
on ramène l'opération à la division de 3690326,5... 
par 6931 ,4- Oïl voit, comme précédemment, que la partie 
entière 6931 de ce diviseur excède six fois le quotient; 
donc , en prenant 693 1 pour second diviseur, on a aug- 



menté le quotient d'une quantité moindre que ^9 et ainsi 

de. suite, jusqu'à ce qu'ayant obtenu le quotient 4532 et 
le reste 3 1 , 26. . . , on ait augmenté le quotient d'une quan- 
tité moindre que ^ ? c'est-à-dire moindre qu'une unité. 

Mais, en négligeant de diviser le dernier reste 3i ,26... 
par 69 , on a diminué le quotient d'une quantité moindre 
que l'unité-, donc, en défini live, l'erreur commise sur le 
quotient est moindre que l'unité ; et , en divisant le nombre 
entier 4532 par 1000, le quotient 4 5 532 sera une valeur 
approchée du quotient proposé à moins de 0,001 • 

Remarque I. La règle et la démonstration précé- 
dentes n'exigent aucune modification dans le cas particu- 
lier où un dividende partiel contient dix fois le diviseur 
qui lui correspond. Alors on prend 10 pour quotient par- 
tiel en augmentant d'une unité le chiffre précédemment 
obtenu au quotient et écrivant un zéro à sa droite; et si 
l'on continue d'observer la règle de la division abrégée , 
on reconnaît immédiatement que tous les chiffres sui- 
vants du quotient seront des zéros. De plus , on est certain 
que le quotient ainsi obtenu est approché par excès; car 
le nombre formé par les chiffres déjà écrits au quotient, 
avant que ce cas particulier se soit présenté , ne peut être 
trop petit, puisqu'on a constamment employé des diviseurs 
trop petits. 



Remarque II. L'erreur commise par excès sur le quotient, en remplaçant 

lediTiscur693i4,7...papsapartie entière, est égale (VlI)à4532,...x?-~^« 

09314 

Op le quotient 4533,. . . est moindre que ( 4 -h 1) X 1000, et la partie dé- 
cimale 0,7. . . du diviseur est moindre que ; de plus, la partie en- 
tière du diviseur est au moins égale à 69000; donc Terreur absolue du 
quotient est moindre que 

(4-hi)xiooox^^ -L (74-,) (4^-1 ) 



69000 69 

rerrcur commise par excès sur le quotient, en remplaçant le diviseur 

6931 , 4 par sa partie entière , est 53*2, .. . x r-~- ; et on a 

09«j1 

/ — (5 -hi)x4 Xioo _ 

532 X -^ < '^ - 5-±I 1 - ou < A 

W2,... X g^3j < g^^^ - ^^ g^ _ ou < — . 

On voit de même que la troisième erreur par excès commise sur le quo- 
tient est moindre que 

3+1 1 ^ I 

10 69 69 

et que la quatrième erreur par excès est moindre que 

2-hi 3 ^3 

X TT- = ou < — ; 

10 69 69' 

donc la somme des erreurs par excès commises sur le quotient est 
moindre que 

^[^3 + n-4 + -L(7 + ,)(4 + ,)], 

et, pour que cette somme soit moindre que Tunité, il suffira que le der- 
nier diviseur 69 soit au moins égal à la somme 3 + 1+4 ^^ " — ^ 
chiffres suivants, augmentée du dixième du prodMt (c + i) X (c'+ i), 
c étant le n'*"* chiffre qui suit le dernier diviseur 69 , et c' le premier 
chiffre du quotient. On pourra donc modifier la règle de la division abré- 
gée en formant le premier diviseur partiel de la manière suivante : Fai- 
sant abstraction de la virgule dans le nombre proposé y on marque sur la 
gauche du nombre qui en résulte le plus petit nombre au moins égal à la 
somme des n— i chiffres suivants^ augmentée du dixième du produit ( c + 1*) 
( c' + i) , c étant le n*""* chiure qui suit le nombre marqué sur la gauche du 
diviseur, et c' le premier chiffre du quotient ; le nombre formé par les chiffres 
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pris sur la gauche du diviseur et les n — i chijfres suivants sera le premier 
diviseur partiel. Cette deuxième règle de division abrégée , qui ne diffère de 
la première que par la manière de former le premier diviseur partiel, a 
sur celle-ci l'avantago de simplifier quelquefois les divisions partielles 
en permettant d'employer un ou deux chiffres de moins dans chaque di- 
viseur partiel. Ainsi , par exemple, pour obtenir, à moins de 0,0 1, le quor 
tient de la division du nombre tt = 3,i4i59. . . par log 2 = 0,3010299..., 
il suffira de prendre 3oio (au lieu de 301029) pour premier diviseur (*). 
Enfin la seconde règle a aussi sur la première l'avantage de faire connaître 
{rem . 111) presque toujours le sens de l'approximation, et, par suite, les 
chiffres exacts du quotient demandé. Mais l'énoncé plus simple de la pre- 
mière règle et sa démonstration plus élémentaire la mettant plus à la por- 
tée des élèves peu exercés , nous avons dû la préférer à la seconde. 

Remarque III. La somme des erreurs par excès commises sur le quotient 
est(rew. II) moindre que 

(7 H- 1) (4 -M) -^ 4 (5 -Fi) -M (3 -4- -h 3 (2 H- i) 
690 
ou que 

40 + 24 + 4 + 9 _, 77 
G90 690 ' 

On trouve de la même manière que cette somme d'erreurs est plus grande 
que 

7X4^-4x5-4-1 x3h-3x2 _ 5? 
700 "" '700 

De plus , l'erreur commise par défaut, en omettant de diviser le dernier 

reste 3i ,2 . . . par 69, est comprise entre -~î et -i^, ou entre — et — . 

09 09 690 90 

^"^ ^" * 6qÔ "^ 6qÔ* ^^^^ ^'^^^ ®^* ""® valeur approchée par défaut à 
moins d'une unité , fet, par suite, 2 est le chiffre exact des unités simples. 

' Exercices. 

1. Trouver une valeur approchée du produit 1 13 tt à moins d'un dix-mii- 
lième. 

355 
Réponse : 355. On en conclut que —-^ est une valeur de 9r approchée par 

excès à moins d'un millionième. 



(*) La méthode de M. Guy exigerait l'emploi des huit premiers chiffres 
de log 2 pour la première division. 
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2. Tromper une valeur approchée du produit ioîtX lo ^2 avec une er- 
reur relative moindre qu'un millième. 

i^. On multiplie 3i ,4i V^^ i4)i4 > ^^ ^*^^ conserve les quatre premiers 
chiffres à gauche du produit 4447 1^74* ^^ augmentant le dernier d'une 
unité, ce qui donne 444»^* 

20. On multiplie 3i ,41^9 par 14, 1421 en plaçant le multiplicateur ren- 
versé sous le multiplicande de manière que leurs chiffres extrêmes se cor- 
respondent, et Ton trouve 444»3. 

5. Trouver V inverse du nombre tt avec sept chiffres décimaux exacts et en 
déduire une valeur approchée , h moins d'un mètre, du rayon de la terre sup- 
posée sphérique. ' 

i<>. On divise Tunité par it en prenant 81415926 pour premier diviseur 
partiel (X, rem, II et III ), ce qui donne o,3i83o98. 

2». On double l'inverse de tt, abstraction faite de la virgule, et l'on aug- 
mente le résultat d'une unité, ce qui donne 6366197 mètres. 

4. Trouver une valeur approchée du quotient de la division du nombre 10 tt 
par 0,69314718. . . avec une erreur relative moindre qu'un millième, 

1°. On divise 3i,4i par 0,6982 en s'arrètant au quatrième chiffre du 
quotient qu'on augmente de 0,01, et l'on trouve 45,32. 

o9. On cherche les quatre premiers chiffres à gauche du quotient 

1071:0,69314718. .. 

en observant la règle de la division abrégée, et l'on trouve 45,32. 

5. Trouver, k moins d'une unité, le rapport du rayon d'un cercle à Varc 
d'une seconde. 

Réponse : 206265 (IX). 

6* Trouver, à moins d'un millième de^econde , la valeur de l'angle au 
centre correspondant à Varc équivalent au rayon. 
Réponse: S-j^i^ Wf^o6 {\). 

7. Quelle est la plus petite unité, entière ou décimale, h moins de laquelle 
on puisse obtenir le produit 27,1828. .» X 3i4»i 59. . de deux nombres 
dont les chiffres donnés sont exacts? 

Réponse: Un dixième (V). 

8. Quelle est la plus petite unité, entière ou décimale, à moins de laquelle 

on puisse obtenir le quotient — ' ' de deux nombres dont les chiffres don- 

'^ ^ o,3oio... 

nés sont exacts? 

Réponse: Un millième (X, rem. II). 
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NOTE SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES COURBES GAUCHES-, 

Par m. Ossian BONNET. 



M. Bouquet a démontré , dans le tome XI du Journal 
de M. Liouville (p. i25 , 1816), que la distance de deux 
tangentes consécutives à une courbe gauche est un infi- 
niment petit du troisième ordre par rapport à la distance 
des points de contact. On peut reconnaître Texactitude 
de ce résultat d'une manière extrêmement simple. 

Soient une courbe gauche C5 MT, M'T' ses tangentes 
aux deux points infiniment voisins M et M' 5 OCK la plus 
courte distance de ces deux droites. Projetons sur un plan 
parallèle à OO', et soient c la projection de la courbe , 
nit^ m!t'\es projections des deux tangentes, od la pro- 
jection de OO'. Il est clair que nity m' t! seront perpendi- 
culaires à od ^ par suite parallèles-, mais ces deux lignes 
sont les tangentes à la courbe c, aux points m et m', pro- 
jections de M et M'; donc, entre m et m', la courbe c pré- 
sente une inflexion en un certain point que nous appelle- 
rons 71. Cela posé, rapportons la courbe c à la tangente 
au point n comme axe des x^ et à la parallèle à od menée 
par n comme axe des y. L'équation de cette courbe sera 
de la forme 

et l'ordonnée à l'origine de la tangente à cette courbe , 
dont l'expression générale est 
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sera, pour les points m et m', de Tordre du cube de l'ab- 
scisse de ces points , et par conséquent de 1 ordre du cube* 
de Tare mmf ou de Tare MM' ; donc la différence de ces 
ordonnées à Torigine, ou oo\ qui est égale à OCV, sera aussi 
de l'ordre du cube de MM', comme il fallait le démon- 
trer. 

Je me suis plx>posé, pour compléter le théorème de 
M. Bouquet, de déterminer la valeur même de la plus 
courtQ distance OCy. Voici le résultat que j'ai obtenu , 
ainsi que quelques autres du même genre, dont la connais- 
sance me parait d'une certaine importance dans la géomé- 
trje des infiniment petits. 

(( La distance 00' des tangentes à la courbe C aux deux 
points infiniment voisins M et M', est égale au douzième 
du produit de Télément MM' de l'arc de la courbe par 
l'angle de contingence, par l'angle de torsion. 

» L'angle de la perpendiculaire commune OO' avec Taxe 
du plan osculateur au point M, est la moitié de l'angle de 
torsion. 

» La distance du point M' au plan osculateur en M est 
le sixième du produit de l'élément de l'arc par l'angle de 
contingence, par l'angle de torsion , c'est-à-dire le double 
de la distance OO' des deux tangentes en M et M'. 

» L'angle de la tangente en M' avec le plan osculateur 
en M est la moitié du produit de l'angle de contingence 
par l'angle de torsion. 

» L'angle du plan mené par le point M' et la tangente 
en M avec le plan osculateur en M, est le tiers de l'angle 
de torsion. 

)) ^L'angle de la tangente en M avec l'intersection des 
plans osculateurs en M et M' est égal à la moitié de l'angle 
de contingence, c'est-à-dire à l'angle de la tangente en M 
avec la corde MM'. 

» La distance du point M à l'intersection des plans oscu- 

Ann, de Mathémat,, t. XII. (Mai i853.) i3 
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Uteurs eu M et M' est égale au sixième du produit de 
«l'élément de l^arc par l'angle de contingence. » 

Etc. 

Tous ces résultats s'obtiennent simplement en rappor- 
tant la courbe C à la tangente au point M comme axe 
des 07, à la normale principale au même point comme axe 
des y^ et à la binormale au même point comme axe des z. 
Pour cela on remarque qu'en exprimant les coordon- 
nées x^y^ z d'un point quelconque de la courbe en fonc- 
tion de l'arc s compté à partir du point M, et négligeant 
les puissances de s supérieures à la troisième, on a d'abord 
(l) 0? = 5 -h a 5^-1- «^, jr = ^**-f- ^'^S z=:c^, 

car 

dx •=. ds^ df z=z dz = d* z := o y 

pour s= o. 
Puis, à cause de 

dx^ -h dy^ 4- (Iz- = ds^j 
c'est-à-dire 

(i -|-2a5 -h 3as^Y-h (2^5-f-3^'J•)»-h9c^ç< == I, 

on voit que 

a = o, 6a -{- ^b^ = o. 

Enfin, appelant p et r les rayons de première et de se- 
conde courbure , on trouve facilement 
I b 



Ceci admis , la démonstration des propriétés énoncées 
se présente d'elle-même. 

Note. La géométrie infinitésimale adonné naissance au calcul difFéren- 
tiel et Ta perfectionné. Newton dans les Principia^ et Euler dans la Me- 
thodus inveniendi lineas sont des chefs-d'œuvre en ce genre. Depuis quel- 
(jnes ann jes , cette branche est cultivée avec prédilection par des esprits 
distingués , en France et au dehors. Le moment semble venu de travailler 
à un Traité méthodique de géométrie infinitésimale : l'analyse découvre, 
généralise, abrège; la géométrie éclaircit et abrège aussi, surtout par 
l'emploi légitime de la hiérarchie infinitésimale. Tm. 
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NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LE CALCUL DÉCIMAL. 



Simon Stevin. 

L'origine de la numération décuple parlée (*) se perd 
dans la nuit des temps. La numération décuple écrite 
nous a été transmise par les Arabes vers le xii* ou 
le XIII® siècle, et n*a été propagée que dans le xv® ou le 
XVI® siècle. La numération décimale écrite date du 
XVI® siècle et a été inventée par Simon Stevîn, car il a le 
premier compris et fait comprendre l'utilité d'une nota- 
lion fondée sur cette division. Il est né à Bruges 
vers i548, et est mort en 1620, probablement à la Haye. 
On trouve cette découverte dans Touvrage suivant : 

I. Les OEuvres mathématiques de Simon Stei^irij aug-- 
méritées par Albert Girard, 

Les OEui^res mathématiques de Simon Stei^in, de 
Bruges j où sont insérées les Mémoires mathématiques 
esquelles se sont exercé le très-haut et très-illustre prince 
Maurice de Nassau, prince d'j4urenge, gous^emeur des 
proi^inces des P aïs-Bas unis y général par mer et par 
terre, etc. ; le tout rei^eu, corrigé et augmenté par Albert 
Girard Samielois{**), mathématicien. ALeyde, chezBo- 
naventure et Abraham Elzevier, imprimeurs ordinaires de 
l'Université, ^nno CIDIDCXXXIV, in-fol. de iv et de 
882 pages, de i à 204 et de i à 678. 

La dédicace aux États Généraux et au prince d'Aurenge, 



(*) De même qu'on dit système binaire, ternaire, on doit dire système 
décennaire, qui comprend les entiers décuples et les fractions décimales. 
(**)DeSaint-MihieL 

i3. 
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frère du prince Maurice , est signée par la veuve et les 
onze enfants laissés par Albert Girard, mort l'année pré- 
cédente, i633 (*), et qui a traduit du flamand les œuvres 
deStevin. L'ouvrage est divisé en six volumes ou parties. 

i*^. L'arithmétique contient la computation des nombres 
vulgaires et aussi l'algèbre (1-112); 

2**. Les six livres d'algèbre de Diophante -, quatre tra- 
duits par Slevin et deux par Girard (11 3-174); 

3**. La practique d'arithmétique , contenant les Tables 
d'intérêts, la disme, etc. (175-204) : c'est la fin du pre- 
mier volume. 

Viennent ensuite les Mémoires du prince Maurice ; la 
pagination recommence. 

II. La cosmographie , triangles, géographie , astronomie 
(1-340). 

in. Géométrie practique (34i-432). 

IV. Statique avec un appendice sur la statique de la 
chalinothlipse , statique du frein du cheval (433-52o). 

V. Optique (521-572). 

VI. Fortification (573-678). 

Revenons à la practique d'arithmétique (page 175 ) . On 
y trouve des Tables d'intérêt composé, et ensuite, à la 
page 206 , la disme enseignant facilement expédier par 
nombres entiers sans rompus , tous comptes se rencon- 
trants aux affaires des hommes ^ premièrement descripfe 
enjlameng et maintenant coni^ertie enfrançois par Si- 
mon Stemiy de Bruges, Il dédie cet ouvrage aux astrolo- 
gues, arpenteuFs , mesureurs de tapisserie, gavieurs (**), 
stéréométriens en général , maistres de monnaye et tous 
march,ands. 

Stevin avait déjà publié en flamand la Disme y à Leyde 
eni585, à la suite de son arithmétique. 

{*) C'est à tort que Montucla place en cette année la mort de Stevin. 
(**) Jaugeurs. 
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Il s* excuse d^ offrir à Leurs Seigneuries si peu de chose. 
Cependant il croit poui^oir dire, sans être accusé de Phi* 
lautie, que Vin^ention est trè3^utile. L'auleur d^une des 
plus belles^ des plus utiles inventions iuscrites dans les 
annales de l'esprit humain, s'énonce avec plus de modestie 
qu'on n'en rencontre quelquefois aujourd'hui chez l'inven- 
teur d'une soupape. 

Définitions et opérations. 

Définition I. Disme est une espèce d* arithmétique in- 
i^entée par la disième progression, consistents en carac* 
tères des chiffres par lesquels se décrit quelque nombre et 
par laquelle on depesche par nombres^ entiers ^ tous 
comptes se rencontrants aux affaires des hommes. 

Définition H. Tout nombre entier se dit commence- 
ment. Son signe est [o]. 

Explication. 364 [o] veut dire que 364 est le commen* 
cernent d*un nombre. 

Définition III. Chaque disième partie de V unité de 
commencement , nous la nommons prime , et son signe 
est tel\y\\ et chaque disième partie de l'unité de prime, 
nous la nommons seconde, son signe est [2], et ainsi des 
autres de chaque disième partie de l 'unité de son signe 
précédent, toujours en V ordre un davantage. 

Explication. 3 [i] 7 [a] 5 [3] 9 [4]? trois primes sept 
secondes cinq tierces neuf quartes. 

Opération. Addition. 

10] [1] [8)131 
27847 

37675 

876782 

94i3o4 

Il fait de même les trois autres opérations. 



(198) 

La disme est renfermée en trois pages; vient ensuite 
un appendice ou application à Farpentage. Il divise la 
verge en prime, seconde* tierce, et la circonférence en 
36o commencements y et le degré en prime, seconde, 
tierce, et dît qu'il publiera des Tables astronomiques 
ain&i calculées. Il divise de même la livre en prime, se- 
conde, etc. , ex termine ainsi : « Chaque personne peut 
exercer pour soy même la disième partition sans quil sera 
mestier d^en être donné par le magistrat quelque ordre 
général.*,. Pourtant considérant sa grande utilité, ce 
seroit chose louable, si quelcuns , comme ceux qui en at- 
tendent la plus grande commodité, sollicitoyent de la 
faire mettre en effect^ à sçai^oir quen joignant les vul- 
gaires partitions qu!ily a m.aintenant des mesures, poids 
et argent (^demeurant chaque capitale, mesure, poids et 
argent y en tous lieux immuables) , Von ordonnoit légi^ 
tintement par les supérieurs y la susdite disième partition , 
afin que chacun le pourroit user. 

a 11 a^anceroit aussi les choses si les valeurs d 'argent, 
principalement ce qui se forge de noui^eau, fussent va-' 
lues de quelque prime y seconde, etc.; mais sitoutcecy ne 
fust pas mis en œu\^re si tost comme nous le pourrions 
souhaiter, il nous contentera premièrement qu* il fera du 
bien à nos successeurs, car il est certain que si les hommes 
futurs sont de telle nature, comme ont été les précédons, 
quils ne seront pas toujours négligens en leur si grand 
avantage. » 

Le génie de Stevin planait sur ses contemporains; deux 
siècles se sont écoulés avant que les hommes futurs aient 
réalisé le vœu de l'illustre Belge. Le bien le plus évi- 
dent ne s'improvise pas, ne s'impose pas à des esprits 
non préparés par le grand mûrisseur de toutes choses , par 
le temps. C'est ce que nos impatients, fléaux de notre 
époque , n'ont jamais su , jamais voulu comprendre. 
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Steviii considère les fractions décimales comme des nom- 
bres complexes, pour lesquels aussi nous avons des signes, 
des apices servant à distinguer les livres, sous et deniers ; 
mais les signes de Stevin sont incommodes et ne lient pas 
ostensiblement le système décimal au système décuple. 
Il a laissé la gloire d'établir une liaison complète, 
indépendante de signes, à une femme française. 

Stevin est le sujet de deux Notices instructives publiées 
à Bruxelles. Nous devons la première aux investigations 
érudites de M. Félix-Victor Goethals , bibliothécaire de 
la ville de Bruxelles. C'est une biographie et une appré- 
ciation complètes des ouvrages de Stevin; mais il me 
semble que c'est à tort qu'on revendique pour Regiomon- 
taniis l'invention du calcul décimal. Ce célèbre astronome 
a proposé seulement d'appliquer cette division décimale 
aux calculs des sinus *, c'est ce que dit Stevin lui-même 
[Géographie, p. io8). D y a loin de là à l'application gé- 
nérale, à l'extension du système décuple de gauche à droite 
vers le système décimal, c'est là l'idée fondamentale qui 
appartient à Stevin. C^est avec peine qu'on lit (page 5o) 
une réflexion désobligeante pour un célèbre géomètre 
français , dont on ne saurait trop louer la science, la sa- 
gacité et l'impartialité (^). 11 est de Chartres et non de 
Nantes. 

La seconde Notice est sortie de la plume savante et élé- 
gante du Secrétaire perpétuel de l'Académie de Bruxelles. 
Les nombreuses découvertes de Stevin sont présentées 
d'une manière précise , et toutefois très-claire et satis- 
faisante. Il est singulier que pour un homme aussi célè- 
bre , on.ne connaisse ni la date précise de sa naissance , 
ni le lieu de sa mort. « Il a passé comme ces brillants 
» météores qui, pendant les nuits, sillonnent la voûte 

( * ) Stevin est cité avec éloge six à sept fois dans VHistoire des /we- 
thodcs. 
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» des cieux , et ne laissent , pour marque de leur passage, 
» qu'un trait lumineux dont l'œil chercherait en vain à 
» saisir les deux extrémités; » c'est ainsi que termine le- 
savant géomètre, directeur de l'observatoire royal de 
Bruxelles. 

MARIE CROUS. 

Abrégé recherche de Marie Crous, pour tirer la so^ 
lution de toute proposition d ^aritmétique , dépendantes 
des reigles y contenues : a^ec quelques propositions sur 
les changes f escontes, interest, compagnies y associa- 
tions^ payementSy départements , de deniers^ meslanges, 
bureau des monnoyes et thoisageSy dii^isé en trois par- 
ties. Ensemble un aduis sur les dixmes ou dixièmes y du 
sieur Stei^in. A Paris, chez Jacques Auvray, M^ libraire 
vis-à-vis du Chewal de Bronze y et sur le Pont-Neuf au 
Prince d'Orenge. MDCXLI. In-8 de i44 pages (*). 

L'ouvrage commence par une Épî tre à M"® de Combalet j 
Tauleur offre à cette dame, outre cet Abrégé, un livre 
d'écriture et encore un pot de fleurs, fait d^uneseule main. 
L'Epître est suivie d'un « jid\^is aux filles mes compa- 
gnes -, » là elle dit qu'elle fait ce livre « pour essayer à sou- 
lager celles qui s* exercent en cette science y tant pour la 
nécessité deleurs affaires que pour le contentement de leur 
esprit y d'un embarras de plusieurs lettres inutiles j » et an- 
nonce que si elle peut épargner quelques heures de ses de- 
voirs ordinaires, elle publiera un livre d'exemple en lettres 
françaises et italiennes. Ainsi Marie Crous était à la fois 
maîtresse d'écriture et de calculs-, il fallait alors enseigner 
à la fois la manière de faire les lettres et les chiffres , deux 
exercices peu répandus. Les chiffres étaient d'invention re- 
lativement récente, et peu de personnes savaient écrire. La 
réunion de ces deux enseignements subsiste même encore. 

(*) J'ai eu à ma disposition Texemplaire de la bibliothèque Mazarine, 
n9^oo47. 
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La i" partie (t - 3a) de l'ouvrage est remplie de dé- 
monstrations ainsi nommées, sans raisonnements; on 
montre seulement comment il faut faire les opérations : tout 
roule sur les quatre règles , et Ton indique la manière de 
faire plusieurs opérations simultanément. Le premier 
eiLemple est 900 moins 784 plus aSo ; c'est ce que l'au- 
teur appelle addition de soustraction / le second exemple 
est 9 fois 972 plus 683 ; c'est une addition de multi- 
plication^ elle effectue d'une seule opération le pro- 
duit 964.875. 

Cette partie est terminée par ce qu'elle nomme diuision 
de dénomination (p. 21). L'exposé de cette opération est 
très-obscur ; voici en quoi cette opération consiste , écrite 
algébriquement. Soient a le dividende, b le diviseur, q le 
quotient par excès. On a l'identité 

, I ' 

7 



(?)' 



(^^ \ ièine 
-- I partie de a 5 

elle choisit pour exemple 

a = i2i']']o, ^=ri^6; 
alors 

<7 = 6q2, r=22, — = 3833o22o ; 
r 

d'où 

Elle résout ensuite ce problème intéressant, reproduit 
par Lambert et M. Binet : Soient a le dividende, ft le di^ 
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viseur, q le quotient, /• le reste^ on a 

\ a r 

faisons successivement 

a=iiorqy — r, , fl=ior, çr, — r,, «=10^393 — Tj, etc., 

on obtient 

a I / ' ''1 \ I ^\ 

^ \io<7, Joy,/ 6.1071 6.io<7, 



b,ioq^ b.ioqi.ioqi b.ioqiioqj 

' ^Lio^i io<7,.i07îJ 6.107, 1071 
et , en général , 

a «Pi I ' I 1 

T = 7-i-T 1 1 -^.. h 

^ ^LlO<7, lO^i.IO^s 107,. 10 rjT,. IO<73 J 

et c'est ce qu'elle nomme aussi disnsion de dénomination, 
La 2"® partie (39-69) contient la règle de trois et ses 

applications, escontes, change, meslanges, réduction de 

monnoie, etc. 

Pour faire la règle de trois , elle emploie la division de 

dénomination. Exemple \ al b V. c \x. Elle cherche 

comment on forme i de o^ et trouve, par dii^ision de 

dénomination, comme ci-dessus, 



d'où 






Cest la méthode de Pestalozzi, très-expédilive pour les 
calculs de tète. 
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A la page 46 , elle cite cet ouvrage : Broyer^ Arithmé- 
tique des marchands; extraction des racines carrées , 

P- 67- 

La 3"® partie contient diverses applications des deux 

parties; à la page 91, on donne la règle de trois rebource 
(inverse). 

' A ce premier ouvrage est joint le suivant, le plus im- 
portant : 

Adi^is de Marie Crous aux filles exersants l 'arithme- 
tique sur les dixmes ou dixièmes du sieur Stei^in , con- 
tenant plusieurs advertissements, démonstrations et pro- 
positions , esquelles est déclaré comment elles se peuvent 
servir de la partition des dixmes, sans le changement des 
divisions des monnoyes , poids et mesures : par le moyen 
de cinq tables y contenues. Le tout renvoyé à mon abrégé 
pour y estre très utile. A Paris, MDCXXXVI. In-8 de 
72 pages et cinq tables. 

Nous avons vu que Y Abrégé auquel on renvoie est 
de 1 64 1 9 c'est donc une seconde édition : le privilège qui est 
à la fin est du 3i décembre i635. Il paraît qu'on a réim- 
primé V Abrégé et qu'on n'a pas réimprimé Fadvis sur les 
dixmes. Cetadvis est dédié à mademoiselle Charlotte de 
Caumom, damoiselle de La Force ; Marie Crous était sa 
maîtresse d'écriture. Vient ensuite une allocution aux 
filles mes compagnes. On y lit cette réflexion remar- 
quable : « Mais il me semble que suivant cet aduis, ce seroit 
aux soui^erains à changer la dii^ision de leurs monnoyes, 
poids et mesures; car pour Vauneur et le thoiseur, awoir 
marqué leurs mesures en dixièmes sur un costé oà les 
marques du souverain ne sont, il ne leur seroit pour-- 
tant permis d^y mesurer pour la distribution de leurs 
marchandises. » 

Marie Crous conserve les dénominations de Stevin , et 
appelle les dixièmes, centièmes, etc. , des primes, se- 
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coudes , tierces ; mais elle abandonne ses signes , sépare 
la partie décimale des entiers par un point, et remplace 
par les zéros (*) les unités décimales manquantes ; chan- 
gement fondamental .qui à donné au calcul décimal sa 
véritable forme, encore conservée, excepté que le 
point a été remplacé assez récemment par une virgule ; ce 
qui est peu de chose. 

La i^® table est la réduction , en partie décimale , de là 
livre, des sous et deniers», 

La 3"*® table est la réduction , en partie décimale, pour 
les poids de marcs ; 

La 4"** table est la réduction, en partie décimale , pour 
là toîs€f5 

La 5"® table est la réduction, en partie décimale, pour 
la division du temps -, 

La 2"*® table est la réduction, en décimales, des frac- 
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taons -j T' 7=: ' 

2 



■j-i QÎ etc.^ ^î ^5 -î avec « = 3 primes, 3 se- 
condes , 3 tierces , etc. 

L'existence de Marie Crous a été, sans contredit, très- 
utile au pays, profitable aux savants, aux industriels, 
aux commerçants, à tout le monde : ne serait-il pas conve- 
nable, même de toute justice, lorsqu'on a tant de noms 
à donner à de nouvelles rues, à d'anciennes rues, d'in- 
scrire quelque part le nom de Marie Crous ? L'édililé 
parisienne, si éclairée, si intelligente, adopterait certai- 
nement cette idée, si elle était appuyée par quelques 
hommes connus. D'ailleurs , la noble fille du peuple 
ayant gagné péniblement sa vie par un travail honnête , 
et qui a marqué son passage par un bienfait durable , 
universel, ne mérite-t-elle pas un témoignage d'honneur, 
aussi bien que les Montespan, les Pompadour, les Du- 

( * ) Elle appelle les zéros des nuls, comme les Allemands* 
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barry, qu'on voit figurer au Musée de Versailles, dédié 
aux gloires de la France ? 



DE LA LONDE. 



L'Arithmétique des ingénieurs contenant le calcul des . 
toisés j de la maçonnerie j des terres et de la charpente, 
par M. de la Londej seconde édition. Paris, Denis Nion , - 
M"* libraire au premier pavillon du Collège Mazarini , 
devant Thostel de Conly, à Vlmage S^' Monique. 
MDCLXXXIX. In-4 de i44 pages, plus les tables et 
2 pages d'explication. 

La i" édition est de i685. 

C'est le premier ouvrage pu l'on enseigne le calcul déci- 
mal Siuxingénieurs militaires. Dans la préface, l'auteur dit 
qu'il n'enseignera pas la racine cubique aux ingénieurs , 
puisqu'ils n'en ont jamais besoin, et il renvoie ceux qui 
veulent l'apprendre comme chose curieuse, aux Éléments 
du père Prestet. C'est bien là l'esprit de nos perfectionne- 
ments actuels. Il dit être le premier qui ait traité du toisé , 
et il ne donne que la i" partie, n'ayant pas le temps de 
faire la seconde. 

Chapitre P*^. — (i -3 ) . Numération. Il y est question de ■ 
millions et de billions. 

Chap. II. -— (3-1 8). Les quatre premières règles ; le di- 
viseur est écrit au-dessous du dividende , le reste au-dessus 
et le quotient à droite. 

Chap. UI. — (19-32). Pratique des fractions. Il regarde 
la recherche du plus grand commun diviseur comme peu 
nécessaire aux ingénieurs. On croit lire le fameux Rap- 
port qui précède les fameux programmes. Lorsque les 
vieux praticiens dominent sur la science, il lui assigne 
volontiers pour horizon, celui de leur intelligence vieillie. 
Les siècles se suivent , et les hommes se ressemblent 
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Chap. IV. — (33-48). Ce chapitre a été malheureuse- 
ment arraché clans Texemplaire qu'on m'a prêté. L'ou- 
vrage de L. Gougeon , dont nous parlerons ci-dessous , 
peut tenir lieu de ce chapitre manquant. 

Chap. V. — (49-101). Logistique des nombres de di«- 
verses espèces 5 contient le calcul des nombres complexes. 

Chap. VL — (101-109). Toisé de la charpente; bois 
équarris , bois ronds , etc. 

Chap. VU. — (110-117). Règle de trois-, proportion. 

Chap. VIIL — (i 18-121). Règle de trois inverse. On 
voit qu'en i685 , trois livres de pain coûtaient quatre sols, 
et le quintal de gros fer 16* iS*^^ ; tous les exemples sont 
relatifs aux entrepreneurs, trésoriers, capitaines, etc. 

Chap. IX. — (i22-i33). Règle de trois composée. 

Chap. X. — : (i34-i39). Règle de société. 

Chap. XL — (i4o-i44)> Règle d'extraction de racine 
carrée. 

i'® table; espèce de table de Pythagore pour les pieds ^ 
pouces, lignes; 

2™* table ; parties décimales de la toise ; 

3*"* table; parties décimales du pied; 

4"® table; parties décimales de la livre; 

5™* table; pour la mesure des bois équarris. 

Ce qui annonce, dans M. de la Londe, un esprit dis- 
tingué , c'est qu'il a adopté et propagé le système de 
Stevin, alor5 une innovation. En 1676, il commandait 
le génie à la défense de Philisbourg, et fut emporte par 
un boulet de canon au siège de la même ville en 1688 : 
c'est consigné dans un état de Vauban. 

Je dois ces derniers renseignements à la vaste érudition 
militaire de mon ami et ancien camarade d'école Augoyat , 
colonel du génie, en retraite, conservateur des plans-re- 
liefs des places de guerre à THôtel des Invalides. ( J^oiv 
Allent, Histoire du Génie, pages .137, 164, 221, 225.) 
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L. GOUGEON. 

Parallèle de V arithmétique vulgaire et d'une autre 
moderne , inv^entée par M. de la Londe , ingénieur gé- 
néral de France; oii l'on verra en abrégé la différence 
qu'il y a de l'une à l'autre par la facilité ou difficulté 
(fui se troussera dans la brie\^eté ou longueur de leurs 
différentes pratiques ^ as^ec un ample abrégé sur la fin , 
de l'arithmétique en dixmes, pour l'usage de messieurs 
les gentils-hommes de l'École royale de Long^vj; se- 
conde édition , revue et corrigée. — Magnus Dominus 
noster et magna virtus ejus et sapientiœ ejus non est 
numerus. Ps. 146, v. 5. A Liège, chez Jean-François 
Bronkart, M'' libraire proche le marché; 1695, iu-ia 
de 269 pages (*). 

Dans l'appendice , la pagination recommence (1- 82), et 
c^est la seule partie qui présente de l'intérêt; elle est dé- 
diée à M*" de Vauban et signée L. Gougeon. Voici le 
titre : Abrégé de l'arithmétique en Dixme, par la pra^ 
tique de laquelle les moins versés pourront éviter le 
calcul qui leur est pénible aux fractions de Parithmé^ 
tique vulgaire y fait en faveur et pour le soulagement 
de MM, les Cadets gentils^hommes de l'École royale de 
Longyuy, 

Pour écrire 0,243579 (p. 2), il met 2', 4", V\ 5»% 7^, 9^% 
et prononce deux primes quatre secondes trois tierces, etc. , 
comme Stevin. Cependant ensuite, au lieu de 4S 3^^ 1"^ il 
écrit o I 432; au lieu de 7'', il met o 1 07, et se sert des 
deux notations. Mais pour les quatre opérations , il n'em • 



( " ) Des compagnies de cadets dans les places frontières , et des gardes 
marines dans les ports y furent instituées et composées de jeunes gens 
qui apprenaient tons les arts convenables à leur profession, sous des 
maîtres payés du trésor public {Siècle de Louis XIV, chap. XIV, an- 
née 1682 ); c*est le point de départ des Écoles militaires en France 
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ploie que la dernière notation , et dans la multiplication , 
il ne désigne que la dernière décimale. Exemple : 4^56*^ à 
multiplier par 38''' 5 cela revient à multiplier 0,4^56 
par o,o38. On voit que la méthode de Marie Crous 
(de 1641) n'était pas encore répandue en i6gS (*). 



THÉORÈME SEGNENTAIRE SPHÊRIQUE 

(voir t. IX, p. 868); 

Par m. PROUHET. 



4. Par les trois sommets d'un triangle sphérique, on 
mène aux côtés respectifs opposés trois arcs de grand 
cercle se coupant en un point situé dans l'intérieur du 
triangle*, 5,^y', 5" sont les segments comptés du point 
commun d'intersection aux angles, et cr, ct', <t" les seg- 
ments correspondants comptés du même point aux côtés ; 
on a la relation 

sin s ces (j sin s* ces f/ sin s" ces (t" 



sin ( J -h <r) sin (^ H- cr') sin {s"' + ff" ) 

(Stubbs.) 

Démonstration. Soient ABC le triangle, O le point 
commun d'intersection. On peut considérer ce point O 
comme le point d'application de trois forces centrales P, 
Q , S , appliquées respectivement aux sommets A , B , C -, 
et R étant la résultante, on aura 

sin g ^ P sin (/ Q sin œ" S 

sin(5-hff)~R' sinl/H-(/)~"R' sin (*"+ ex") ~R' 



( '^ ) Ingépienr général de France; ingénieur qui avait le titre de général. 
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multipliant respectivement par cos a, cos «j', cos c'', et 
ajoutant, on obtient 

P cos iT H- Q cos 0-' + S cos tr" 



C. Q. F. D. 

Si les arcs partant des sommets divisent le triangle en 
deux parties équivalentes , on a 

tan g - 0- tang - o-' lang - a" 

tang - s tang - s tang - s 

2. Le théorème de M. Stubbs peut aussi se démontrer 
d'une manière très-simple : en faisant passer par le point 
commun d'intersection un plan tangent à la sphère, et 
faisant la projection centrale du triangle sphérique sur ce 
plan, on obtient un triangle rectilîgne qui donne, immé- 
diatement , 

tang (7 tang(r' tang q" 

tang s -h lang tr tang / -+- tang «r' tang /'-{- tang ts" 

3. Dans un article très-instructif de M. Colleté { t. VIII , 
p. 433) , il s'est glissé une erreur de signe non corrigée 
dans V errata. Il faut lire 

.1.1,.!^ I « 

sin - « sin - o sm - C = — cos - c cos P ; 
2 a 2 2 ' 

ce qui est d'ailleurs évident , puisque cos P est négatif. 

Peut-être y aurait-il lieu de faire, pour la géométrie 
sphérique, ce que Ceva a fait pour la géométrie recti- 
ligne , dans son livre : De lineis redis se in\ficem secan-- 
tibiis statica constructio. 

Noie. Les coordonnées d'un point pouvant être considérées comme les 
composantes d'une force dirigée vers l'origine, M. Môbius a imaginé un 
Ânn. de Mathêmat., t. XII. (Juin i853.) l4 
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algorithme sphérique, d*après cette considération statique , très-commode 
en beaucoup d'occasions et surtout lorsqu'il s'agit de changer les axes : 
Yoir Uher die grand/ormen der linien der Dritten ordnung; c'ebt-à-dire : Sur 
les formes fondamentales des lignes du troisième ordre, p. 25; Leipzig, 1849; 
idée que le savant directeur de Tobsenratoire de Leipzig avait déjà publiée 
en 1846. 



NOTE SUR LES THÉORÈMES QUI SERVENT DE BASE A LA 
RECTIFICATION DES COURBES; 

Par m. dieu, 

Agrégé, docteur es sciences. 



Courbes planes. 

On peut appliquer à une courbe plane quelconque la 
démonstration de ce théorème , qu'on ne donne ordinai- 
rement que pour un arc de cercle : 

La limite du rapport cTun arc indéfiniment décroissant 
à sa corde est égale à l'unité. 

En effet, soient 

AB un arc de courbe dont l'extrémité A reste fixe 
et dont l'extrémité B varie sur cette courbe ; 
SyC ett les longueurs de cet arc, de sa corde et de la 
brisée ACB formée par les tangentes en A et B ; 
a le plus grand des deux angles adjacents au côté AB 
dans le triangle ACB qui renferme l'arc AB sup- 
posé assez petit. 

On a évidemment 

cz= AC.cosA + BC.cosB, 

et , par conséquent , 

c^^cos a. 



(an ) 

Mais on peut admettre que f> jj aiusî rinégalhé qui 

précède donne, à fortiori ^ 

(i) c^.vcosa, 

d'où 



c ^ cos a 
g 
Donc , comme - ne peut tomber au-dessous de i , et comme 

tend vers i (limite inférieure) , lorsque a tend vers o, 

on a 



lira - = 
c 



quand 5 tend vers zéro. c. Q. f. d. 

On démontre de même que : 

La limitai du rapport de la différence entre un arc et 
sa corde au cube de l'arc est inférieure à la moitié du 
carré de la courbure. 

Premièrement, on déduit à fortiori de Tinégalîté (i) 
que 

car cos a > i , et , par conséquent , on a 

(») • '-^"<î(')' 

D'autre part , les normales en A et B, à la courbe que 
Ton considère, se coupent en un point D de la circonfé- 
rence circonscrite au triangle ACB, et en désignant par o* 
l'arc ACB de cette circonférence , dont le diamètre est CD, 
on a 



«<" 



CD' 

i4. 
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d'où 

(:-)<(0-é- ■ 

Si l'on multiplie membre à membre les inégalités (2) 
et (3), il vient 

Or, - = - : - tend vers l'unité , et CD tend vers le 
^ s c c ' 

rayon de courbure R correspondant au point A, lorsque s 

tend vers zéro 5 donc on a 

s^c l I 
lim <1- 'TT-i 

c. Q. F. p, , car la courbure en A est exprimée par -• 

D'après cela : 

La différence entrée un arc infiniment petit de courbe 
plane et sa corde est infiniment petite du troisième ordre 
au moins par rapport à l'arc. 

Aux points d'inflexion où R est infini , ^ — c est infi- 
niment petite du cinquième ordre au moins, si l'on re- 
garde - comme un infiniment petit du même ordre que s j 
et notre démonstration tombe en défaut lorsque R = 0. 

Courbes à double courbure. 

Ce qui précède s'étend à des courbes à double courbure. 
En efiet, soient 

AB un arc de courbe quelconque 5 
5 et c la longueur de cet arc et celle de sa corde : 
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AC la projection de AB sur un plan P qui passe 
par le point A , différant du plan normal en 
ce point et ne coupant pas la courbe entre A 
et B^ 
fj et y les longueurs de AC et de sa corde 5 
AT et AS la tangente à AB en A , et la projection do 
cette tangente sur le plan P. 

Supposons que le cylindre projetant se développe sur le 
plan TAS en même temps que AC se rectifie ; et soient 
encore 

AC la partie de AS sur laquelle s'étend AC -, 
AB' ce que devient l'arc AB, et il faut admettre que la 
longueur de cet arc ne change pas dans le dé- 
veloppement du cylindre 5 
c' la longueur de la corde de AB' -, 

enfin a et a' les angles BAC et B'AC. 

Les triangles rectangles ACB et AC'B' donnent 

Y=:c,cos«, o" = c'.cosa'; 

et, par conséquent, on a 

s s (T CCS a • 

(i) -=- .. 

c c y CQSa 
Or, lorsque s tend vers zéro, - et - tendent vers l'unité 

(courbes planes) , et > tend aussi vers i, car a et a' 

se rapprochent tous deux indéfiniment de l'angle TAS;^ 
ilonc on a 

Iim - =r I , 
c 

comme j)our une courbe plane. 
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Secondement , l'équation ( i ) donne 

^ — c sv, CCS a — c'y . ces a' 



s SfT, cos a 

que Ton peut mettre sous la forme 

cos a' 

s — c s — c cos a c' (T — 7 

s s (T — 7 5 0-' 

et, en divisant par 5*, il vient 

cos a' 



c — 7. 



f — c ^ — c ' cos a c' 

4 



(r)' 



*' ^^ (j — 7 S \s ) a^ 

S tendant vers zéro , et tendent vers de 

certaines limites qui sont finies en général et inférieures 

respectivement à - • =77^ et -^ j si Ton représente par R'^ 

et p les rayons de courbure de la transformée plane et de 

la projection de la courbe que l'on considère (courbes 

cos a' 

, V A cos OL d (7 c' , 

planes) \ en même temps , , - et - = - cos a 

(T '^'^ ')f S- S S 

tendent vers l'unité ; donc 

et , par conséquent : 

La différence entre un arc infiniment petit de cow*be 
quelconque et sa corde est infiniment petite du troisième 
oidre au moins , en général. 
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QUESTION 23g (MICHAEL ROBERTS) 

(Tolr t. X, p. 857); 

Par m. h. FAURE. 



Tu ÉOREME . Lorsqu 'une suite d 'ellipsoïdes son t inscrits 
dans un cône de résolution quils touchent suii^ant la 
même ligne de contact y on a entre leurs demi- axes la 
relation 



. = constante. 



Démonstration» Si Ton circonscrit à un ellipsoïde 

.r' y^ z* 

un cône de révolution , lé sommet S de ce cône se trouve 
sur l'hyperbole focale de la surface. Si l'on suppose 
a'^b'^Cy cette hyperbole est dans le plan principal qui 
contient Taxe majeur et Taxe mineur de l'ellipsoïde ; de 
sorte que l'équation de cette focale est 

a' -y* 

(l) f :— ; 



ex, , y étant les coordonnées du sommet S de Tun des cènes 
circonscrits. L'ellipse de contact se projette sur le plan 
des XZ en une droite qui a pour équation 






les axes de cette ellipse sont représentés par la ligne AB, 
polaire du sommet S, dans le plan des XZ, et par la 
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perpendiculaire élevée sur cette Kgne au point I, mi- 
lieu de celte ligne AB. Appelant A et B ces deux demi- 
axes, on trouve, en considérant AB comme la corde de 
contact des tangentes issues du point (a, y) à Fellipse 
ombilicale , 

Pour obtenir le petit axe B , je coupe l'ellipsoïde par un 
plan passant par son centre G et par le sommet S per- 
pendiculairement au plan des ZX^ l'ellipse que j'obtiens 
ainsi a pour demi-axes b et CR; R est Tintersection de la 
droite CS avec l'ellipse ombilicale 5 de sorte que l'axe B 
est l'ordonnée de cette ellipse qui correspond à T ab- 
scisse CI ; or on trouve 

donc 

On peut , au moyen de la relation (i), éliminer a ou y dans 
Yes valeurs de A et B^ on trouve ainsi 

a^y'-^- c^o:'-^ a'c'z= b'y' ( ^ ^ j — b'' e' ; 

on déduit de là, sans difficulté, 

B' b^ 



\/A' — 5=^ s/{a' — b^) ( b' ~ c') ' 
La question 238, proposée par M. Michael Robcrts , se 
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déduit immédiatement de là; ainsi, lorsque plusieurs 
ellipsoïdes sont inscrits dans un cône de révolution sui- 
vant la même courbe de contact, leurs demi-axes a , i, c 
sont liés entre eux par la relation précédente. Ce savant 
géomètre a été conduit à ce théorème, au moyen de con- 
sidérations différentes (*); il a trouvé, en effet, qu'en 
représentant par (f l'angle sous lequel une ligne géodé- 
sique issue d'un ombilic coupe une ellipse de contact 
d'un cône de révolution circonscrit, et par j- la distance 
de ce point d'intersection au plan des ombilics , le produit 
y tang op est constant et égal aussi à 



v/(fl''-- b^Jib-'-'-c' 



11 est facile de passer de l'un des théorèmes à l'autre , en se 
rappelant que : 

I®. Le rayon vecteur tiré d'un foyer d'une conique 
coupe la courbe sous un angle tel , que le produit de sa 
tangente trigonométrique et de la distance du point d'in- 
tersection à l'axe le plus grand de la courbe, est constant 
et égal au carré du petit axe divisé par Texcentricité; 
a*^. Si Ion joint un point quelconque de l'ellipse de con- 
tact avec un foyer de la section, avec le sommet du 
cône , et , enfin , à l'ombilic situé sur la branche de l'hy- 
perbole focale à laquelle appartient le sommet du cône, 
on obtient trois lignes qui coupent l'ellipse sous le même 
angle. 

Nota, Un cône de révolution étant circonscrit à un 
ellipsoïde, toute sphère inscrite dans le cône coupera 
l'ellipsoïde suivant une de ses sections circulaires j et si 
elle devient tangente, le point de contact sera un ombilic 
de la surface. On peut donc considérer l'hyperbole focale 

(*) Journal de M. Liouville, lome XV, [jagc -li^'i. 
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d'un ellipsoïde comme étant le lieu des sommets des cènes 
circonscrits à un ellipsoïde et à une sphère de rayon 
variable, tangente en un ombilic. 

Si la sphère coupait T ellipsoïde suivant une même sec- 
tion circulaire , le lieu géométrique serait évidemment le 
même. Ces deux théorèmes fournissent la solution de la 
question proposée au concours de i844 {Nouvelles An^ 
naleSy tome III, page 489) , et de celle de M. Chasles , 
démontrée dans le tome X , page 4o8 , et dernièrement par 
M. Breton (de Champ). 

La considération du cône de révolution prouve encore 
que si Ton considère un point M d'une ellipse fixe et 
toutes les ellipses possibles , tangentes à la première au 
point M par leur sommet , le lieu des intersections des 
tangentes communes sera une hyperbole biconfocale à la 
proposée. 

Considérons aussi une ellipse et une hyperbole concen- 
triques ayant leurs axes dans la même direction 5 menons 
une tangente à l'hyperbole, et par les points où cette 
lignç rencontre l'ellipse , deux tangentes à celle-ci , leur 
point d'intersection décrira une hyperbole biconfocale à 
l'ellipse, et les axes de celle-ci seront moyens proportion- 
nels entre ceux des hyperboles (*). 



THÉORÈME SUR LES POLYGONES CIRCONSCRITS 
A UNE CONIQUE. 



1 . Lemme, Les droites qui mesurent les dislances des 
deux foyers d'une conique à un point pris dans le plan 



(*) M. Angelo Genocchi a adressé une solution plus directe, en s'ap- 
puyant s»ir le théorème de Steiner, 
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de la conique, sont également inclinées sur des tangentes 
à la conique menées par ce point (Poncelet). 

2. Théorème. Un polygone d'un nombre pair de côtés 
étant circonscrit à une conique y le produit des distances 
d'un foyer aux sommets de rang impair y dwisé par le 
produit des distances du même foyer aux sommets de 
rang pair, donne le même quotient pour Vun et Vautre 
foyer. 

Démonstration. Pour fixer les idées , prenons un hexa- 
gone circonscrit à une conique dont nous désignons les 
foyers par F et F'. Soient a^ , ^t , . • . 9 ^e les distances du 
point F aux sommets consécutifs i , 2 , . . • , 6 ; ii , i j, . • • 5 ^e 
les mêmes distances pour le foyer F'*, ^1 , /^j ,.. . , pe sont 
les distances perpendiculaires du foyer F aux tangentes 
12 , 23 , . . . , 61 ; ^, , ^f , . . . , ^6 les mêmes distances pour 
le foyer F'. 

On a (/em/r/e 1 ) 

îl-^El ^-^Pl fi Pi 

bx qx h^ 73 ^5 75 



d'où l'on tire 






«2 «4 «6 

' ' F. D. 



On trouve le même résultat pour / / / * c. 

'^ bi b, be 

Obsen^ation. M. Ghasles a, le premier, fait connaître 
cette proposition pour le quadrilatère circonscrit, et l'a 
déduite des propriétés du cône à base circulaire. {Journal 
de Mathématiques , tome III, page 108; i838.) 

3. Dans la parabole, le second foyer étant a Tinfini^ 
le quotient qui s'y rapporte est égal à l'unité; on a donc 
celte proposition : 

Un polygone d'un nombre pair de côtés étant circon- 
scrit h une parabole y le produit des distances du foyer 
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fiux sommets de rang impair est égal au produit des 
distances du foyer aux sommets de rang pair, 

4. Il est évident que le théorème 2 subsiste pour les 
coniques sphériques. Il suffit de substituer aux distances 
les sinus des distances sphériques. 

5. Lorsque le nombre des côtés du polygone est impair, 
on peut considérer une tangente comme brisée au point 
de contact et y formant un angle infiniment obtus \ alors 
le nombre des sommets devient pair, et le théorème 2 sub- 
siste encore. Par exemple, soient le triangle ABC circon- 
scrit , I le point de contact du côté AB, F et F' les deux 
foyers; I étant pris comme un sommet, on a le quadrila- 
tère AIBC ; et appliquant le théorème, on obtient 

FI.FC _ Fa.FC 
FA.FB""F'A.F'b' 

et , dans la parabole , 

FI.FC=:FA.FB. 

On déduit de là facilement le théorème suivant: 

Dans tout polygone circonscrit d'un nombre impair 
de côtés, le produit des distances d'un foyer aux sommets^ 
dii^isé par le produit des distances du même foyer aux 
points de contact, donne le même {/uotient par chaque 
foyer. 



COURBES PLANES^ GÉNÉRATION. 



i . Lemme, Une courbe plane du degré n est, généra- 

iement parlant , déterminée par — ^ points. 

2. Théorème, a^ désignant un point fixe dans un 
plan^ Ap une droite fixe dans le même plan^ O un point 
.mobile-, I^ V intersection de la droite Ap avec lu droite 
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menée de O au point a^; donnons à l'indice p successif 
i^ement les valeurs de la suite 1,2,3,..., -^ 5 



1 .2 
nous aurons 



(« -f- 1 ) ( /» + 2) . y, 7 1. 

— points Jixes y autant de droites 

fixes y autant de points d'intersection ïp. Si ces derniers 
points sont assujettis à se trouver sur une ligne de degré n , 
le point mobile O décrit une ligne de degré 

n [n H-i) [n + 2) 



Démonstration. Soient —9 ~ les coordonnées du 
point O; —9 — les coordonnées du point rt^, et 



ApX^BpX-\-CpZ=zo 

Téquation de *la droite A^, L'équation de la droite qui 
joint le point O au point a^ est 

X [ Ji Zp'] + J [^, r/»] -H ^ [jr, ^^] = o ; 

le crochet indique un déterminant binaire. Les trois 
coordonnées des points d'intersection I^ sont donc des 
fonctions linéaires de Xi , y, , ^1 . 
Soit 

f[x, y,z)=:o 

une équation générale homogène de degré n et renfer- 
mant — coefficients indéterminés. Substituant, 

2 ' 

dans celle équation, à la place de o:, j^, z,les coor- 
données correspondantes des points I^, on obtient 

(n -4- i)(n + 2) , . , • . , , . , 

^ — ' équations du premier degré entre les 



( 22îi ) 

coefficients , el , dans chaque terme, les JCj , y^ , 

Zi montent au degré n; on a donc une équation de 
plus que d'inconnues *, éliminant les coefficients en éga-- 
lant le déterminant à zéro , on obtient une équation en 

Xi^ j^i , Zi de degré M^jt_!ilfJl£i. 

3. On établit de la même manière le théorème sui- 
vant : 

ïS » . (/î -h i)(/ï -f- 2)(« -h 3) . , 7, 
Jetant donnes ^ ^-^ '-^ ^ points dans l es- 
pace et autant de plans, un faisceau de droites qui passe 
par ces points fixes y et par le point mobile O, coupe les 

j (/i -h i)(« 4-2) («4- 3) 
pians en- ^-^ ^ ^ points^ si ces points 

d'intersection sont assujettis à être sur une surface de 
degré n, le point mobile O décrit une surface de degré 

n{n-h i)(/g4-2)(/i + 3 ) 

1.2,3 



SOLUTION DE LA QUESTION 268 

(▼olr t. XI, p. *Oî)i 

Par m. Joseph SACCHI , de Pavie. 



On prend pour plan des xj celui de la section circu- 
laire passant par le point fixe , ce point pour origine , Taxe 
des X passant par le centre du cercle. Soient a, i, c les 
coordonnées du sommet du cône, d la distance de l'ori- 
gine au centre du cercle ayant r pour rayon. L'équation 
de la surface conique sera 

r' (.v^-hy^) -^m^z'^icz [nx -hl^f — />') — 2 f?V/^ — c' 7' = o , 
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OÙ 

m^=(û— £/)' + ^^ — r», « = «—</, 
^2 -_ ^î _ ^^ ^a -^ ^j_j_ ^^. 

et si, dans celte équation, au lieu de x^y^ z on met 
respectivement les valeurs suivantes : 

arcosa -hjrsinacosp, j:sina — j ces a ces p, ^sinp, 
on aura 

où 

A = c' + (m* — c^) sin' p — 2 c sin p ces p (« sin a — h cos a), 
B = — 2 c sin p (/î cos a 4- ^ sin a) , 

D = 2 c (/?' sin p — r^sin ot cos p ) , 

E = — 2c'é/cos a, 

F == — c''q\ 
Cette nouvelle équation représente la section du cône 
avec le plan passant par l'origine et formant avec le plan 
des ocy TanglejS. 

La condition que le point fixe, c'est-à-dire l'origine, 
soit un foyer de la courbe, est exprimée par 

E» — 4CF=:D» — 4AF, DE — 2BF = o, 
ou 

tang^ p (/' 4- <5?' cos' a) 4- 2 tang p ( /*' sin a — q — cos a | 

4- f/*COS 2a = o, 

/ 26 . \ 

tang p ( h- cos a 4- ^ — sin al — rf' sm a cos a = o , 



ou encore 
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Ces dernières équations fournis'sent les valeurs de a et j3 

qui déterminent la position du plan sécant. 
Si le cône est droit, on a 

d a^l^ — r* 

6=0, «=rf, A'=-r% /' = ? p-, 

c c* 



où / = y/c* -h p^ est le côté du cône 5 la seconde équation 
donne 

ces a = o , 

et, par conséquent, la première 

tang p = -, 

où A = — ; — 5 le plan sécant devient perpendiculaire au 

plan xz^Glkz — dx=o est son équation , qui , évidem- 
ment, représente le plan tangent à la sphère, 

(^ _ dy-^f' -h {Z + A'Y=: k' -f. dK 

Si le point fixe devait être le centre de la section, les con- 
ditions seraient 

D = o, È=ro, 
ou bien 

CCS a = o , /?' sin p — cdsin a. ces S n= o ; 
on conclut de ces équations 

« = 90°, tangp = -^, 

et />* z — cdx = o pour l'équation du plan sécant. 

Note. Faisant c = 00 , le cône devient un cylindre , et l'on trouve 



« = 900, tang' /2 = — 



r' — d* 
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NOTE SDR LES FOYERS 

(TOir t. Il, p. 4S9); 

Par mm. Joseph S/IGGHI, db Pavie, ETÏïâXirUERRE-VERLY. 



Si le coefficient angulaire d'une tangente menée par un 
point à une conique rapportée à des axes se coupant sou^ 
l'angle y, est égal à cos y dz sin y,sj — i, ce point est 
un foyer. 

Cette propriété analytique des foyers, généralisation 
de celle qui a été indiquée par Plucker, offre un moyen 
très-simple pour déterminer les coordonnées des foyers 
dans le cas le plus général. 

Soient a et |3 les coordonnées d'un foyer de la conique 
rapportée à deux axes formant l'angle y , et posons 

m=rB' — 4AC, /=:D» — 4AF, 

/' = E^ — 4 CF, ^ = 2 AE — BD, 

X^' = 2 CD — BE , « = DE — 2 BF , 

P = /wp*— .2^' P -}-/', Q = iwa'— 2X^aH-/, 

R = map — X-'a — ^P — n\ 

l'équation de la tangente à la conique , en nommant p le 
coefficient angulaire , est 

my = mpx — pk 



-h A' ± sjp^ [k^ ^ml)'^2p (^ A'-H mn) -f- A'' — mt\ 
qui doit être satisfaite par 

x=za, r=P? /? = cos7±sin7V^— i; 
mettant ces valeurs de x, j , et résolvant Téquation par 

Ann. de Mathémat., t. Xll. (Juin i853.) l5 
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rapport à p , on a 



donc 

cos7 = ^, sin7 = SE^. 

Q Q ' 

ainsi 

QCO87— R = o, Q"--P=0| 

équations qui déterminent les valeurs de «, |3, coordon- 
nées des foyers. 

Prenant pour axes les diamètres conjugués égaux, l'é- 
quation Q — P = o représente le système des deux axes 
principaux. 

Note, Soit ^ + ^x = o l'équation d'une tangente passant par l'origine ^ 
on s 

V -^ 2 en -\- le* = o (t. 1! , p. 108). 

Si l'origine est un foyer, 

1 = 1'^ n = l cos y ; 
d'où l'on tire 

e = cosydb i sin y. 



CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 

EN 1852. 

Épreuve graphique. — Questions proposées. 

4 . Un plan passant par la ligne de terre est donné; on 
mène un second plan qui divise en deux parties égales 
Fangle formé par le premier avec le plan horizontal, 
et , dans le second plan , on trace un cercle que l'on prend 
pour base d'un cylindre droit. 

On demande les intersections de ce cylindre avec les 
deux plans de projection, ainsi que la tangente en un 
point quelconque de chaque intersection. 
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2. Dans le plau vertical, tracez un cercle dont le centre 
soit sur la ligne de terre ; dans ce cercle , tracez un dia- 
mètre vertical, puis engendrez une sphère en faisant 
tourner ce cercle autour du diamètre. 

Par Textrémité inférieure du diamètre , inscrivez dans 
le cercle une corde égale au rayon ; puis , par cette corde ^ 
concevez un plan perpendiculaire au plan vertical : l'in- 
tersection de ce plan avec la sphère sera un petit cercle 
que vous prendrez pour base d'un c6ne qui aura son som- 
met à l'extrémité supérieure du diamètre. 

On propose de construire l'intersection de ce cône avec 
le plan horizontal, ainsi que la Uogente en un point 
quelconque de cette intersection . 

3. Trois droites indéfinies sont données , savoir : une 
droite a située dans le plan horizontal et perpendicu- 
laire à la ligne de terre LU; une deuxième droite ^ située 
dans le plan vertical et perpendiculaire aussi à LL'; enfin ^ 
une troisième droite y parallèle à LL', mais qui n'est ni 
dans le plan horizontal , ni dans le plan vertical. 

Imaginons qu'une surface soit engendrée par une droite 
mobile fx, qui glisse sur ces droites fixes. 

On coupe cette surface par un plan vertical V^ et Ton 
veut connattre Tintersection en vraie grandeur, dans un 
rabattement qui devra être fait sur le plan vertical. 

4. Un cylindre est donné : il est droit, sa base est un 
cercle , et il est tangent aux deux plans de projection. Sur 
le plan horizontal un cercle est donné , lequel est tangent 
à la ligne de terre et égal à la base du cylindre. 

Prenez un point quelconque dans le plan vertical , et 
supposez que ce point soit le sommet d'un cône engendré 
par une droite qui s'appuie sur le cercle : on demande 
l'intersection de ce cône avec le cylindre, et la'ungente 
en un point quelconque de cette intersection. 

i5. 
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Ces quatre questions sont celles qui ont été proposées 
aux candidats de Paris. 

5. Construisez un cylindre droit à base circulaire, ayant 
pour axe la ligne de terre elle-même 5 sur l'arête placée 
en avant du plan vertical,* au-dessus du plan horizontal , 
et à égale distance de ces deux plans , prenez un point 
quelconque, puis, de ce point comme pôle, avec une 
ouverture de compas égale au demi-côté du carré inscrit 
dans la base du cylindre, concevez qu'une courbe ait été 
décrite sur ce cylindre. 

Il s'agit de construire les projections de cette courbe et 
celles de la tangente en un point quelconque de la courbe. 

6. Données, Un cylindre droit , vertical, d'un rayon de 
2 centimètres, et dont l'axe est distant de 10 centimètres 
du plan vertical-, deux droites D et <^/, inclinées sur cha- 
cun des plans de projection, et situées d'un même côté 
par rapport au cylindre. (Dans un autre programme, 
elles étaient situées de deux côtés différents.) 

Il s'agit : 1^ de construire le lieu de toutes les droites 
assujetties à toucher le cylindre et à s'appuyer à la fois 
sur les deux droites D et rf^ 2° de tracer la courbe, lieu 
des points où ces droites rencontrent le plan vertical. 
(Dans un troisième programme, cette seconde condition 
était remplacée par celle-ci : Limiter la surface à sa trace 
sur un cylindre ayant même axe que le cylindre donné, 
et pour base un cercle de 8 centimètres de rayon.) 

Dans ces trois programmes , le nombre des positions 
de la droite mobile était réduit à dix, et Ton devait tenir 
compte, dans chaque projection, des parties cachées, soit 
parla surface elle-même , soit par les plans de projection , 
soit par le cylindre. 

7. Données, Un cylindre droit, vertical , d'un rayon de 
2 centimètres, et dont l'axe est distant de 10 centime- 
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très du plan vertical; une droite D, distante de lo cen- 
timètres de Taxe du cylindre , inclinée de 45 degrés sur 
le plan horizontal, et rencontrant les plans de projection 
au-dessus et en deçà de la ligne de terre. (Dans un autre 
programme, le cylindre était perpendiculaire au plan 
vertical. ) 

■ Il s'agit : 1^ de construire le lieu de toutes les droites 
assujetties à toucher le cylindre et à s'appuyer sur la 
droite D, en restant parallèles au plan horizontal ] 2^ de 
tracer la courbe lieu des points où ces droites rencontrent 
le plan vertical. (Dans un autre programme, on devait 
limiter la surface à un cylindre ayant même axe que le 
cylindre donné , et pour base un cercle de 8 centimètres 
de rayon.) 

Il était prescrit de réduire à dix le nombre des généra- 
trices, et de tenir compte des parties cachées. 

8. Données. Un cône de révolution dont l'axe est ver- 
tical, dont le rayon de la base est de 8 centimètres, et 
dont la hauteur est de 16 centimètres ; un cylindre ayant 
pour courbe directrice un cercle c d*un rayon de 3 cen- 
timètres , situé sur le plan de la base du cône , et dont le 
centre & est à 4 centimètres du centre a de cette base , et 
ayant pour axe une droite inclinée de 3o degrés sur le plan 
horizontal, et dont la projection horizontale n'est point 
parallèle à la droite ^s centres a et b. 

Il s'agit de construire les projections de la courbe d'in- 
tersection du cône et du cylindre. 

Dans un autre programme , le cylindre était remplacé 
par un cône ainsi déterminé : Sur la base du premier 
cône, un cercle c dont le centre b est à 4 centimètres 
du centre a de la base du cône , et dont le rayon est de 
3 centimètres; un point S situé dans l'intérieur du cône 
de révolution , et ayant sa projection verticale en avant de 
la droite ab. 
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Et il s'agissait de construire rintersection du cène de 
réTolution par la nappe supérieure du cène ayant la cir- 
conférence de cercle c pour directrice et le point S pour 
sommet. (Recommandation relative aux parties cachées.) 

9. Données. Deux cônesdroits à base circulaire, dont 
les axes se rencontrent; l'axe de l'un est perpendiculaire 
au plan horizontal , et Taxe de Tautre est perpendiculaire 
au plan vertical . 

Il s'agit : i^ de construire l'intersection des deux sur- 
faces ; 2^ de tracer le développement du premier cône ; 
3^ de construire la tangente en un point de la transformée. 

iO; Données. Un cône droit k base circulaire, dont Taxe 
est vertical; une sphère qui passe par le sommet de ce 
cône , et dont le centre est placé sur une génératrice. 

Il s'agit : i^ de construire la courbe d'intersection des 
deux surfaces; 2^ la tangente en un point de la courbe; 
3^ la transformée de cette courbe après le développement. 

Nota. On prendra la génératrice du cône égale à trois 
fois le rayon de la base ; on prendra ce même rayon pour 
celui de la sphère, et Ton placera le centre de la sphère 
sur la génératrice située le plus en avant par rapport au 
plan vertical. 



On avait compris les épreuves des années précédentes , 
et l'on s'y était préparé. 

Les questions , sans difficultés réelles au point de vue 
géométrique, à peu près de même difficulté au point de 
vue de leur mise en projection et de l'interprétation gra- 
phique du résultat, donnaient lieu à une quantité de tra- 
vail suffisante pour montrer ce que chaque élève savait en 
ce genrcf. 

L'année dernière, une sorte de confusion s'est mani- 
festée : d'un côté, des intersections de surfaces dont les 
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programmes étaient rédigés de la manière en quelque 
sorte reconnue ; de l'autre, des lieux géométriques qui, tout 
convenables qu'ils pouvaient être , étaient proposés en des 
termes qui ont du causer de Tembarras aux élèves; puis , 
des questions d'un ordre tout a fait inférieur, telles que 
la construction des traces d'un cylindre ou d'un cône, et 
des tangentes à ces traces elliptiques , et la section circu- 
laire d'un cône oblique. 

En présence de telles questions , un élève était évidem- 
ment dans Timpuissance de montrer qu'il savait repré- 
s^iter l'étendue figurée et lire dans l'espace , et même 
dessiner. Ajoutons : comment a-t-on pu juger et com- 
parer les résultats d'épreuves subies dans des conditions si 
différentes? 

Nous avons vu des candidats de Paris qui, pour em- 
ployer leurs quatre heures, se sont jetés dans la discus- 
sion des sections coniques ou dans des calculs analyti- 
ques^ d'autres qui, à propos de la seconde question, ont 
construit par points la courbe de section, c'est-à-dire, 
comme s'il ne leur était pas démontré que cette courbe 
fût une circonférence de cercle ^ tandis que d'autres , ne 
croyant pas à un tel abaissement de l'épreuve, se sont 
évertués à y découvrir autre chose que ce qui y était , 
quelques-uns, enfin, en faisant exister la sphère et en 
construisant les deux projections du cône, ont réussi à 
donner plus d'importance à leur travail. 

Quant aux lieux géométriques , qui sont une source de 
bons exercices graphiques , il nous semble qu'on aurait 
du ne pas limiter le nombre des positions de la droite 
mobile sur les directrices, et laisser, au contraire, les 
élèves libres d'étendre convenablement leur surface , mais 
en les avertissant qu'ils ne devaient tenir compte que 
d'une des nappes de cette surface. Il est nécessaire de 
construire des génératrices en assez grand nombre et 
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assez rapprochées pour quMl y ait une continuité suffi- 
isiknte dans les traces et dans les contours, traces et con- 
tours sans lesquels un lieu géométrique à trois dimen- 
sions n'existe pas , ou plutôt est illisible , en ce qu'il ne 
présente qu^un entassementde lignes où l'œil etla réflexion 
ne parviennent pas à [distinguer les parties vues et les 
parties cachées. 



DÉMONSTRATION D UNE FORMULE D EIILER, SUR LES DIVISEURS 
DUNNOMRRE; 

Pae m. lebesgue. 

1. Posons 

[(,^a:){i-.;^)(i-^)...(i-x")...r 
^— Af "T" A| tC ~r~ A2 ^ "p" • • • > 

on reconnaît de suite que pour m entier positif, A/ est 
toujours entier, et comme 

il en sera de même pour le cas de m entier négatif. 

2. Prenons les logarithmes des deux membres , puis les 
dérivées, ensuite multiplions par Xy divisons par m et 
changeons les signes ; il viendra 

1 : H T ... H . . . 

I — X 1 — x^ I — x^ I — a:" 

^ (A,a:-|-2A2.r'-|- SAj^r». . .) 

m ^ 



Ao-h A,:c4- Aj^'-h. . . 
3. A cause de 
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en réduisant le premier membre de l'équation de l'ar- 
ticle 2 à la forme entière , on a 

(A,x-h 2A,a:'. ..) 

x/.+.»/a-Hx'/3 + ^/4...= A7-HA,x + A,:r»... ' 

en représentant par fn la somme des diviseurs du nom- 
bre entier n. 

4. Chassant le dénominateur et passant tous les termes 
dans le premier membre , on trouve 

-h.. .-4-x» A./n-t-A./(«-i)+...+A„_,/i + — J 
-4- ... =0. 
Il faut donc poser généralement 

A,//. + A,/(«— .) + A,/(«-a) 

/« ^ An 

-f-... + A.../H--^ =o; 

posant m= I, on a Ja formule d'Euler, et il l'obtient 
précisément de même. 

5. Euler a trouvé, par induction, les coeflScients du 
développement de 

par une règle qui revient à ceci : 

1°. Le coefficient est nul quand l'exposant n'est pas de 
la forme 

' l ' 



et chaque terme est de la forme ( — i )" :r ^ -, 

2^. Il faut prendre successivement les deux signes j on 
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n'a jamais 

3/i' — n 3v^ -h V 

rrr ) 

2 2 

d'où résulterait 

3(/i — v) = i; 

ce qui est impossible , w et v étant entiers. 

Ce qui rend sa formule d'une application facile , c'est 
que les coefficients ont pour valeurs o , i , — * i w 

6. Comme 

/i = i, /2r=3, /3 = 4, /4=7> /5 = 6, etc., 

on trouve sans difficulté, au moyen des équations sui- 
vantes (Ao = i) : 

h/i = o, 

— i + A./i+/2 = o, 

^^.A,/, + A./2+/3 = o, 

^ + A3/1 H- k.ji^kj^ 4-/, = o, 

^4-Aj'i + A3/2 4-A./3-+-A./,-f./, = o, 

etc. 

m m, m — 3 — m[m — i)(/w— 8) 

Ai — î A2 — ' — '- » A3 — \ 

I 1.2 1.2,3 

w(/w — ■i)(''^ — ^) (^' — ^4) 

^' ^ " 1.2.3.4 ' 

_ — (/w — 3)(/w — 6)(m»-~2i/yi + 8) 
'^ 1.2.3.4.5 ' 

etc. 

Il serait curieux de trouver la loi ^ il est probable que la 
recherche est épineuse. 
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7. Il est à croire que difTérentes formules des Funda- 
menta de Jacobi conduisent à des relations analogues 
entre les quantités Ji^ f^^ fi^ * * > » [Foyez tome IX, 
pages 73 et 4io.) 



DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME D'EGLER 

(TOir t. XI,p. 3î7); 

Par m. Angelo GENOCCHI, 
Avocat. 



Tout nombre entier qui n'est pas compris dan» la for- 
mule 4 ^nn «*— m — n est nécessairement compris dans la 
formule a:' -|- 7' -h y . 

On suppose que m , n , x^ y sont aussi des nombres 
entiers. 

Démonstration, Soit N un entier non compris dans la 
première formule : je dis que le nombre 4N -|- i n'aura 
aucun diviseur de la forme ^ni — i ^ car s'il en avait, le 
quotient serait de la même forme , et , en le représentant 
par 4 w — I , il viendrait 

4N4-i = (4'w — i)(4«— >)» 
d'où 

N = 4 nin — m — /i , 

contre l'hypothèse. Il s'ensuit que le nombre 4 N -|- i 
sera décomposable en deux carrés, l'un pair et l'autre 
impair, et qu'ainsi on pourra satisfaire à Téquation 

4NH-I =:(2d?)»-H(2J+ l)% 

qui donne 

Réciproquement , si un nombre entier N n'est pas com- 
pris dans la formule ^* H- y* -H JK? le nombre 4 N -h i ne 
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sera pas décomposable en deux carrés , et , par suite , aura 
quelque diviseur de la forme 4^ — 1 5 '^ quotient pourra 
être exprimé par 4'* — i > et l'on aura 

4N4-i=(4'«-i)(4'^-0, 

d'où 

N = 4'w/î — m — «, 

c'est-à-dire que N sera nécessairement compris dans la 
formule 4 ^i^ — ^^ — w . 

Observation. Relativement aux entiers décomposables 
en deux carrés, j'ajouterai aux remarques faites dans le 
tome XI, page 47> que la formule, dite de M. Gauss, sur 
le nombre des décompositions , remonte eflectîvement à 
Fermât, car elle n'est que la traduction algébrique d'une 
règle donnée par ce grand géomètre dans ses Notes sur 
Diophante [Ariihm,y lib. III, quaest. 22, Observa. Fermai 
ad Comm). Elle découle aussi des développements en 
séries infinies, que Jacobi a introduits dans la tbéorie des 
fonctions elliptiques. La démonstration algébrique de 
cette formule, qui était demandée dans le tome IX, 
page 307, de ce Journal , et sur laquelle une question de 
priorité s'est élevée entre MM. Proubet et Volpicelli, 
n'est pas difficile à trouver : j'en avais adressé une à 
M. Terquem, en novembre i85o, qui était fondée sur la 
tbéorie des nombres complexes a-\-by — i (*). Celle 
qu'a donnée M. Chelini dans les Annaliàe M. Tortolini, 
iSSa, page 126, aurait besoin, ce me semble, de quel- 
ques éclaircissements, car il ne parait pas établi d'une 
manière assez concluante , que les solutions obtenues sont 
toutes différentes , et surtout qu'il n'y en a pas d'autres. 



(*) M. Laguerre-Verly nous a remis une démonstration fondée aussi 
sur les nombres complexes. IVous la joignons à celle de M. Genocchi. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 264 ; 

Par mm. FAURE, THIOLÏER et DE SÉCILLON (élève 
au lycée de Bordeaux). 



Une sphère a un mouvement de rotation uniforme 
autour d'un de ses diamètres , et un mouvement uniforme 
de révolution autour d'un axe situé hors de la sphère et 
parallèle au diamètre axe de rotation-, les deux vitesses 
angulaires sont égales et de sens opposé; chaque diamètre 
de la sphère décrit un cylindre. 

Par le centre C de la sphère je mène un plan perpen- 
diculaire à Taxe, et j'appelle O le point où ce plan ren- 
contre l'axe. Je prends ce plan pour celui de la figure , 
de telle sorte que CA soit la trace du plan d'un grand 
cercle qui passerait par Taxe de rotation. Je veux faire 
voir que le plan de ce grand cercle reste toujours paral- 
lèle à lui-même dans le mouvement de la sphère. Soit, 
en effet, F la position du centre C , au bout d'un certain 
temps, en vertu du mouvement de révolution*, le grand 
cercle aura pris une position FD telle, que Tangle 
DFE = ABC. D'un autre côté, à cause du mouvement 
de rotation , cette même ligne FD prendra une position 
FI telle, que l'angle DFI = COF, puisque, par hypothèse, 
les deux vitesses angulaires sont égales, mais de sens 
opposé. Reste donc à montrer maintenant que l'angle 
EFI = EHA , afin de faire voir que les lignes FD , AC 
sont parallèles. Or on a évidemment 

EFI = EFD -I- DFI = BCA -f- HOC = EHA. 
Il résulte de là qu'un grand cercle de la sphère parai- 
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lèle à Taxe reste toujours parallèle à lui-même -, un dia- 
mètre situé dans ce plan, c'est-à-dire un diamètre quel- 
conque de la sphère, aura la même propriété et décrira 
par suite un cylindre. 



CONSIDÉRATIONS SUK LES GOIIBBES SPHÉRmUES, 

D'après M. MÔBIÛS (*). 



M. Môbius classe les diverses courbes algébriques 
planes , d'après leurs projections centrales sur une spbère 
donnée. A cet effet , il établit les théorèmes suivants sur 
ces projections , qu'il nomme courbes sphétigues , de 
même degré que la courbe plane projetée. On suppose , 
d'ailleurs , que le centre de la sphère n'est pas sur la 
courbe plane. Nous supprimons les démonstrations lors- 
qu'elles sont faciles à trouver. 

!• Théorème. Une courbe sphérique de degré n est 
coupée par un grand cercle en in, ou en *in — 4> ou en 
2/î — 6, etc. y points. 

Ainsi, à un point singulier de la courbe plane cor- 
respond un couple de points singuliers dans la courbe 
sphérique. La courbe plane étant algébrique, n'a pas 
de points d'arrêt; donc la courbe sphérique ne peut 
non plus s'arrêter brusquement , et ne peut avoir que des 
branches fermées j car une branche non fermée serait 
rencontrée par un grand cercle en une infinité de points , 



( * ) IJher die grandformen der linien der Dritten ordnung : Sur les formes 
fondamentales des lignes du troisième ordre. Leipzig, 1849; ^"-4^, p. 82 ; 

ipi. i 
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et la courbe plane étant algébrique serait pourtant coupée 
par une droite en une infinité de points ;* ce qui est im* 
possible. 

2. A chaque branche sphérîque correspond, généra- 
lement , une branche symétrique égale et non superpo- 
sable. Les deux branches sont dites géminées; toutefois, 
les deux branches peuvent se confondre et n'en faire 
qu'une seule, alors c'est une branche simple. On en a 
un exemple dans la projection sphérique d'une droite. 

Branches simples» 

3. Théorème. Un grand cercle coupe une branche 
simple en un nombre de points impairement pairs. 

Démonstration. Soit A un point de la branche non 
situé sur le grand cercle-, le point A' symétrique est né- 
cessairement de l'autre côté du plan du grand cercle , et 
pour aller de A en A', il faut nécessairement passer un 
nombre impair de fois par le grand cercle 5 donc, etc. 

4. Théorème. Une branche simple a toujours un 
nombre impair de couples de points d'in/lexion. 

Démonstration. Supposons qu'un grand cercle touche 
la courbe en un point A qui ne soit pas un point sin- 
gulier, il la touchera également en un point A' diamétra- 
lement opposé. Soient B, C deux points consécutifs, à 
droite et à gauche de A , et supposons que AB, AC pré- 
sentent ou tournent leur convexité vers le cercle tangent ; 
il en sera de même des arcs A'B', A'C par rapport à A'; 
donc l'arc B' A'C tournera sa concavité vers A; en mar- 
chant donc sur la courbe de A en A', on rencontrera un 
point dans lequel la courbe ne sera ni concave ni convexe 
vers A et A', c'est-à-dire un point d'inflexion et au moin» 
un; il est évident qu'il peut y en avoir davantage, mais 
toujours en nombre impair, 

5. Théorème. On ne peut aller sur une branche 



( Mo ) 

simple y crun point au point diamétralement opposé, 
sans rencontrer au moins un point singulier ( nœud, de 
rebroussement ou d'inflexion). 

Démonstration. Soient A et A' deux points quelcon- 
ques diamétralement opposés 5 B étant un point voisin 
à A , concevons le grand cercle ABA', et supposons que 
l'arc de cercle AB tourne sa concavité vers l'arc de 
courbe AB; de même Tare de courbe A'B' tournera sa 
concavité vers Tare de cercle A'B', et par conséquent il 
tournera sa com^exité vers A. Il faut donc, par le même 
raisonnement que ci-dessus, qu'en allant dé A vers A', 
il y ait un point singulier. 

6. Théorème. Une branche simple quina ni nœuds ^ 
ni rebroussement, a nécessairement au moins trois 
couples de points d* inflexion. 

Démonstration, Entre deux points d'inflexion diamé- 
tralement opposés, on doit rencontrer un point singulier 
{théorème 5) -, n'étant ni un nœud, ni un rebroussement, 
ce point est donc d'inflexion. 

Observation. Lorsque la courbe présente un nœud, ou 
un couple de rebroussement, il ne peut exister qu'un 
seul couple d'inflexion 5 le nœud et le rebroussement ré- 
sulte alors de points d'inflexion qui se sont réunis. On 
peut obtenir une telle courbe si l'on divise un grand 
cercle en quatre quadrants A , B , A', B', et qu'on décrive 
sur AB , BA' deux demi-cercles intérieurement au grand 
cercle, et sur A'B', B' A deux autres demi-cercles exté- 
rieurement : les quatre demi-cercles forment une courbe 
simple qui a deux points d'inflexion en A et A', et deux 
rebroussements en B et B'. 

Courbes géminées. 

7. Un grand cercle coupe un système de deux courbes 
géminées en un nombre pair de points, zéro non exclu. 
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8. Un système de deux courbes géminées a un nom- 
bre pair de couples d'inflexions, zéro non exclu. 

Observation, Il faut se rappeler que les courbes sont 
fermées, et que chaque point de l'une des courbes a son 
opposé sur l'autre courbe. 

9. Théorème. Un système de courbes géminées est 
coupé par un grand cercle en un nombre pair de couples 
de points, 

10. Une ligne sphérique de degré impair a nécessaire- 
ment un nombre impair de courbes simples et un nombre 
impair de points d'inflexion. 

Une ligne sphérîque d'ordre pair a un nombre pair de 
courbes simples et un nombre pair de points d'inflexion, 
zéro non exclu. 

C'est une conséquence des n°* 3 et 9. 

11. Soit un système géminé, projection d'une ligne 
plane ; désignons par y une de ces courbes sphéiiques ; me- 
nons par le centre de la spVière un plan parallèle ri celui de 
la courbe plane, et coupant la sphère suivant un grand 
cercle 1^5 si i^ ne rencontre pas y, la courbe plane est 
fermée; si v rencontre y en un point, la courbe c a deux 
branches infinies de même direction. Si v coupe y en plu- 
sieurs points, la courbe c a autant de paires de branches 
infinies et de directions opposées, le nombre de ces cou- 
ples de branches est nécessairement pair. Mais si y est 
une courbe simple , k et A' étant deux points opposés , 
divisent la courbe en deux parties , chacune projection 
de la même courbe plane , et chaque moitié n'est rencon- 
trée par i^ qu'en un nombre impair de points; donc la 
courbe plane a un nombre impair de couples de branches 
infinies et de directions opposées. 

12. Réciproquement , si le nombre de couples de bran- 
ches infinies de directions opposées de la courbe plane est 
impair, la courbe sphérique sera simple, et si ce nombre 

Ann. de Mathémat,, t. XII. (Juillet i853.) 16 
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est pair, la courbe spliérique est géminée. D'après cela , 
on voit que la courbe sphérique correspondante à une 
conique est toujours géminée. 

13. Si l'on nomme courbe plane de la première 
espèce y celle dont la projection sphérique est simple, et 
de la seconde espèce ^ celle dont la projection sphérique 
est géminée, on obtient les propositions suivantes : 

I** Une courbe de première espèce est rencontrée par 
une droite en un nombre impair de points, et, par con- 
séquent, elle a un nombre impair de couples de branches 
infiniesdedirections opposées \ iP une courbe de deuxième 
espèce est rencontrée par une droite en un nombre pair 
de points, et a un nombre pair de branches infinies de 
directions opposées. 

Courbes du troisième degré, 

14. Une courbe sphérique du troisième degré, que 
nous désignerons toujours par la lettre A, n'est rencon- 
trée par un grand cercle qu'en trois couples ou en un 
couple de points. 

D s'ensuit qu'une telle courbe ne peut avoir qu'une 
seule courbe simple, que nous désignerons par e : car par 
deux couples de points de la courbe e , faisant passer un 
grand cercle , il la coupera encore en deux autres points , 
et il faut qu'il coupe au moins une fois une autre courbe e , 
ce qui est impossible. 

Si la courbe e n'a ni nœuds ni rebroussements , elle 
aura trois points d'inflexion situés sur un même grand 
cercle et pas davantage. La démonstration géométrique 
est très-compliquée*, nous la supprimons. On sait, d'ail- 
leurs, que la courbe plane ne peut avoir que trois 
points d'inflexion réels. Outre la courbe e , la courbe X 
peut encore avoir une seule courbe géminée, mais pas da- 
vantage*, et les deux courbes du système géminé doivent 
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être siluées du côlé opposé de la courbe e ^ ce qui est évi- 
dent. Lorsque la courbe e a trois points d'inflexion , il peut 
exister encore une courbe géminée; mais, lorsqu'elle n'a 
qu'un point d'inflexion ou un rebroussement , la courbe 
géminée est impossible. Du reste, les deux courbes peu- 
vent se réduire à des points isolés ; ce qui donne cinq cas : 

i^. Une courbe simple avec trois couples de points 
d'inflexion et une courbe géminée ; 

2^. Une courbe simple avec trois couples de points 
d'inflexion et un couple de points isolés; 

3^. Une courbe simple avec trois points d'inflexion , 
sans courbe géminée; 

4**. Une courbe simple avec un couple de points d'in- 
flexion et un couple de nœuds ; 

5*^. Une courbe simple avec un couple de points d'in- 
flexion et un couple de points de rebroussement. 



NOTE 

Sur la déterniRation appreximatiYe des racines inaginaires d'nne équation 
algébrique ou transcendante; 

Par m. Ossîan BONNET. 



J'ai publié dans ce Recueil (tome IV, i845) un essai 
sur la détermination approximative des racines d'une 
équation algébrique ou transcendante; ce travail, dont 
la fin n'a pas paru^ contenait une solution complète du 
problème que je m'étais posé, mais je dois avouer que 
cette solution était très-compliquée. J'ai reconnu depuis, 
en revenant sur le même sujet , pour simplifier, d'après 
les conseils de M. Terquem, mes anciens résultats, qu'il 
était possible de traiter la question d'une manière bien 

i6. 
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plus simple. C'est ce que je me propose de montrer dans 
cette Note. 
Soit 

(1) /(0 = o 

l'équation proposée où,/(^) est une fonction continue 
quelconque, réelle ou imaginaire. Posons 

yi = P et fi = Q étant des fonctions réelles de x et de j 5 
et, regardant x, y^ z comme des coordonnées rectan- 
gulaires, considérons la surface représentée par l'équa- 
tion 

(2) z = P4-Q'. 

11 est clair que les points où cette surface rencontrera le 
plan des (x, y) seront les points-racines de Inéqua- 
tion (i), c'est-à-dire les points ayant pour coordonnées 
X et j', les parties réelles et les coefficients de \/ — i des 
racines de Téquation (i). On voit en même temps qu'en 
ces points, la surface représentée par l'équation (2) tou- 
chera le plan des [x^y)^ et, par conséquent, comme la 
surface est tout entière au-dessus du plan des (a:, y) ^ 
que, dans le voisinage de ces points, elle tournera sa 
convexité vers le plan des (x^ j). 

Cela posé, supposons que, par le théorème de M. Cauchy 
ou par tout autre moyen , on soit parvenu à tracer dans le 
plan des (x, y) un contour rectangulaire ABCDA ayant 
ses côtés parallèles aux axes des coordonnées et compre- 
nant un et un seul point-racine m de l'équation (i) 5 sup- 
posons, en outre, que, pour tous les points compris dans 
ce contour, la surface tourne sa convexité du côté du 
plan des (a:, jr). Si l'on prend sur la surface représentée 
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par l'équation (2) un point M^ projeté en m^ sur le con- 
tour ABCDA ou dans son intérieur, et que, par ce point, 
on mène un plan tangent, la trace RT de ce plan sur le 
plan des (x^y) laissera de côtés diiTérents les points m^ 
et m ] par conséquent, en abaissant du point niç^ une per- 
pendiculaire sur TR , et prolongeant cette perpendiculaire 
d'une quantité égale à elle-même, l'extrémité /?/, ainsi 
obtenue sera plus voisine de m que hIq. Or il est facile de 
voir que le point //ii correspond au nombre imaginaire 
que l'on obtient pour seconde valeur approchée de la ra- 
cine dont le point fn est la représentation géométrique , 
lorsqu'on applique la méthode de Newton à la valeur ap- 
prochée qui répond au point uIq, En effet , soient a et /3 les 
coordonnées a: et y du point m, et a et & celles du point w^,, 
de telle sorte que a H- (3 v^ — 1 soit la racine cherchée, et 
a-^- b y/ — I sa première valeur approchée : si nous posons 

nous aurons, pour déterminer h et Â d'après la méthode 
de INewlon , 

Ma, b)-h h-^ (a , b) -^^ A ^{a , b) — o. 
Kn posant , pour simplifier, 

de ces deux équations on tire 



/y-p^^ vC^;«. »)]'+ [/»('»> f>)]'. 

*_ -^ (a, b)/, (a,b)—f{a, h)f, [a, b) 
/.- f[a,b)/,{a,h} + -^{a,b)f,(a,h) 

Cela nous montre que la droite qui joint le point m„ au 
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point correspondant à la seconde valeur approchée, a 

\fîf.{",i>)y+[7r(^7à)]' 

vî? («,*)?+[ + («,*)? 
pour longueur, et 

^{a,b]/,{a,b)-,f(a,h)A(n,h) 
<f{a,b)/,{a,b) + 4,{a,b)Ma,b) 

pour coefficient angulaire. 

Considérons maintenant le plan tangent à la surface 
représentée par l'équation ( 2 ), au point M,, projeté en nio , 
l'équation de ce plan est 

= 7.[/,[a, b),f{a, b)-^Ma,b)if{a,b)-\[x - a) 
- 2 [/ {a, b) i, [a, b) -f, [a, b) ç {a, b)][y - b) , 

en remarquant que 

àA{x,y) _ d/,(x,y) _ 

dy - dT^- ^^""'^1' 

#'(-g>r) _ 'y:(^>.r) _ /„ „- 
~^r-- dx -?(''-^)' 

par conséquent, l'équation de sa trace RT sur le plan des 

(j:,y)est 

-[/.K^)?~[/a(«,^)P 

= ^[A{a,b)^[a,b)+Ma,b)^f[a,b)\(x^a) 
~ 2 [/. («, b)^[a, b)^f. (a, b) ç («, b)]{x - b). 

Au moyen du coefficient angulaire de cette droite . ou re- 
connaît déjà qu'elle est perpendiculaire à la droite qui 
joint le point m^ au point correspondant à la seconde va- 
leur approchée de la racine a -f- (3 v^ — i. En second lieu, 
la distance du point m^ à la ligne RT est 
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c'est-à-dire la moitié de la distance du point tHq au point 
qui représente la seconde valeur approchée de la racine 
a -t- (3 sj — 1 5 donc, comme nous l'avons énoncé, ce der- 
nier point s'obtient en abaissant du point m^ une perpen- 
diculaire sur la ligne RT, et prolongeant cette perpendi- 
culaire d'une longueur égale à elle-même. 11 suit de là et 
de ce que nous avons dit plus haut, que toutes les fois 
qu'on partira d'une valeur approchée répondant à un 
point n^^^ situé dans un contour ABCDA qui ne contiendra 
qu'un point- racine de l'équation (i) et qui sera tel, que 
dans toute l'étendue projetée dans ce contour, la surface 
représentée par l'équation (2) tournera sa convexité du 
côté du plan des ( j: , /) , la méthode conduira à une valeur 
plus approchée que celle dont on sera parti. 

Reste à indiquer le moyen de reconnaître si le contour 
ABCDA remplit les conditions que l'on vient d'énoncer, 
non-seulement poui' le point de départ /n^, mais encore 
pour les points m^ , jtij , etc. , de plus en plus rapprochés 
de m, que la méthode de Newton fait successivement 
connaître. 

Remarquons d'abord que puisque, dans le voisinage du 
point m, la surface représentée par l'équation (ss) tourne 
sa convexité du côté du plan des [x^y)^ cette propriété 
subsistera pour tous les points projetés dans l'intérieur du 
contour ABCDA , à moins que ce contour ne contienne 
des points vérifiant la condition 

rt — s^=: Oy 

où r, 5, t représentent, selon T usage, les coefiicientsdiflé- 

d'^z d*z d^z 
rentiels du second ordre -7-5 -7 — r » -7-, déduits de l'équa- 
a.v^ dxdj ay * 

tion (2) . Évaluant r, .ç , « , et simplifiant au moyen des re- 
lations 
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rfP_ r/Q 
dj ~ é/x ' 


r/Q _ f/P 




//'P 


r/»Q _ r/»P 


£/'Q_ ^»P 


./'Q 


dy^ 


^xflîr ^'' 


dx^' 



on voit que réquation précédente revient à 

On sera sûr qu'il n'existe aucun point dans le contour 
ABCDE , dont les coordonnées x et y vérifient cette équa- 
tion, si , en appelant A' un nombre plus petit que la plus 
petite valeur que prend l'expression 



/^P\' /^P\' 



pour toutes les valeurs de a: et de ^ qui se rapportent à 
l'intérieur du contour ABCDA , et B' et B" des nombres 
respectivement plus grands que les plus grandes valeurs 
que prennent les deux expressions 

pour les mêmes valeurs de x et dey , on a 
A'»>BB". 

Or, supposons que le contour ABCDA qui , par hypo- 
thèse , ne contient qu'un point-racine de l'équalion (i), ne 
renferme aucun point-racine de T équation 

/'(0 = o, 
par conséquent , que l'expression 

\dxl'^\dx) 

ne devienne jamais nulle dans le contour: celte expression 
étant le carré d'un module , et , comme telle , ne pouvant 
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avoir d'autre minimum que zéro, n'aura aucun minimum 
dans rintérîeur du contour ABCDA; donc la plus petite 
valeur qu'elle prendra , quand x et y varieront de ma- 
nière à correspondre toujours à des points situés dans le 
contour, aura lieu pour un point du contour même. Cela 
posé, soient 

l.es équations respectives des quatre droites qui forment 
le contour ABCDA. Faisons successivement 

dans l'expression 

et cherchons une quantité d plus petite que la plus petite 
des valeurs que prennent les résultats obtenus lorsque , 
dans les deux premières, on fait varier j dej^o à Y ? et, 
dans les deux autres, x de x^^ kX. (*) : on pourra poser 
évidemment 

A' = 5; 

de même chacune des expressions 






r/.r' 



étant le carré d'un module et ne pouvant , par conséquent, 
avoir de maximum que l'infini , ne pourra présenter au- 
cun maximum dans le contour ABCDA ; donc le maximum 
de chacune de ces quantités , quand x et y varieront do 
manière à correspondre toujours à des points du contour 
ABCDA, aura lieu pour un point situé dans le contour 
même. Ainsi, faisant successivement, dans les deux ex- 



(*) Au moyen du théorème de M. Sturm, on ])eut toujours obtenir la 
quantité ^ quand , du moins , la fonction / est algébrique. 
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pressions précédentes , 

et opérant comme plus haut, on pourra trouver un nombre 
B plus grand que la plus grande valeur que reçoit P* ■+- Q* 
pour les différents points situés dans le contour ABCDA, 
et un nombre B'' plus grand que la plus grande valeur 

—7-^ ) "^ ( "Tl ) po^"* l^s mêmes points. Cela fait, 

si les valeurs trouvées pour A', B', B'' satisfont à la con- 
dition 

A'»>BB", 

on sera sûr, comme on Fa dit plus haut , que la surface 
représentée par l'équation (2) tourne sa convexité vers 
le plan des ( ^ , J') en tous les points projetés dans le con- 
tour ABCDA ^ si , au contraire , on a 

A'»<BB", 

on ne pourra rien conclure, et il faudra resserrer le con- 
tour; du reste, il est évident qu'on finira par avoir 

A'' > BB", 
puisque l'expression 

reste toujours au-dessous d'une certaine limite, taudis que 
la suivante , 

s'approche de zéro indéfiniment. 

Supposons donc que nous ayons trouvé un contour 
ABCDA tel, qu'en tous les points projetés dans ce contour, 
la surface représentée par l'équation (2) présente sa con- 
vexité vers le plan des (x, 7). Si nous prenons comme 
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première valeur approchée de la racine cherchée 

a + pv^ZTT, 

le nombre imaginaire répondant à un point m^ de l'inté- 
rieur de ce contour, et que nous appliquions la méthode 
de Newton , nous aurons , d'après ce qui a été remarqué 
plus haut , une seconde valeur plus approchée que la pre- 
mière, en ce sens que le point m^ qui lui correspondra 
sera plus voisin du point m que le point m^ répondant à 
la première valeur approchée; mais ce point m^ sera-t-il, 
comme le point m^ , dans l'intérieur du contour ABCDÂ, 
et serons-nous surs, en appliquant de nouveau la méthode 
de Newton, d'obtenir une valeur encore plus approchée? 
Évidemment non. Il est indispensable de prendre, en 
outre , les dispositions suivantes. 
Con sidéron s l 'expression 

qui, d'après ce que Ton a vu plus haut, est égale au 
carré de la longueur de la perpendiculaire abaissée du 
point (x, y) sur la trace du plan tangent à la surface 
représentée par Féquation (2), au point dont le point 
[x^y) est la projection. Cette expression sera moindre 
que le carré de la distance du point [x^y) au point m, 
si le point (x, y) ne sort pas du contour ABCDA. Or, 
faisant parcourir tout le contour au point (x, j) , déter- 
minons une quantité e plus petite que la plus petite 
valeur de l'expression 

puis resserrons ce contour ABCUA jusqu'à ce que nous 
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ayons obtenu un nouveau contour A'B'C'D' A' rectan- 
gulaîre comme le premier, et tel que le carré de la diago- 
nale MCJ ou B'D' soît = s ou <^ 6. Il est clair que tous 
les points de ce nouveau contour seront plus voisins du 
point m que celui des points du contour ABCDA qui en 
est le plus voisin 5 par conséquent, tous les points plus 
voisins du point m que les points du contour k'WGiy ^ 
serontnécessairement dans l'intérieurdu contour ABCDA. 
Si donc on prend comme première valeur approchée de 
la racine une valeur répondant à un point du contour 
A'B'C'D' A', on sera sûr que toutes les valeurs approchées 
suivantes, obtenues par la méthode de Newton, répon- 
dront à des points situés dans le contour ABCDA , et la 
méthode de Newton s'appliquera avec certitude. Quant 
au nombre e , on comprend qu'il est très-facile à déter- 
miner. En effet , en cherchant, comme on a vu plus haut, 
un nombre B plus grand que la plus grande des valeurs 
que reçoit 

pour les différents points du contour ABCDA, on a pu 
trouver en même temps un nombre A plus petit que la 
plus petite de ces valeurs j comme aussi en cherchant un 
nombre B' plus petit que la valeur minimum de 

on a pu déterminer un nombre B' plus grand que la valeur 
maximum: or, il est clair que, ces deux nombres étant 
connus, on peut poser 

A 

Il nous reste à examiner si l'application suffisamment 
prolongée de la méthode de Newton conduit à une valeur 
approchée aussi voisine qu'on puisse le désirer de la valeur 
exacte de la racine. Pour cela, nous allons chercher à éva- 
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luer ledegréd'appioximalion fourni par chaque opération. 
Soient toujours a-h^ \^ — i la racine qu il s'agit de cal- 
culer, a + b y^^ la première valeur approchée prise 
arbitrairement, mais répondant à un point du contour 
A' B'C'D' A', et a' -h b' sf^ la seconde valeur approchée 
obtenue par la méthode de Newton ; on aura 

(3) /(a,p) = 0, /.(«,p) = 0, 

(4) Ma, b) -{• {a' ^ a)^{a, b) ^ ib' ^ b)^{a, b)z=: o, 

(5) Ma, b)-h{a' - a)^(a, b) ^ (b' -^ b)^{a, b) = o. 

Or les deux équations (3) donnent, au moyen de la série 
de Taylor, 

/. (a, ^) -4- (a - a)^{a, *)- (p - b)^ {a,b) 

— (a ^ fl) (p - ^) > [fl 4- ô (a — tf) , è -h ô (p - è) ] = o, 
f,{a, b) 4- (a -~ n)^[a,b)^[^- b)rf(a, b) 

en posant 

■^"~ dxdy'" dx'^^^"^'^^' 

et représentant par et ôideux nombres compris entre o 
et I. 

Simplifiant les équations précédentes au moyen des 
équations (4) et (5), on a encore 

{a^a')^{a,h)^(^^b')^{a,b) 

(6) \^ ^^-''y^^^^^^\ [a-^0(a^a),b-^Q(P^b)] 



( "4 ) 

I(a-«')|(«,/;) + (p-//)ï(«,i) 
4- (a — n) (p — 6)x [a 4- 9, (a — a), b + Ô,(p — *)] = o; 
mais si Ton considère les deux expressions 

(„-^).-(p-A)» ^ ^^^ ^) ^ („ _ „) (p _ i) ^ (^, ^), 

et que Ton prenne la racine carrée de la somme de leurs 
carrés , on trouve 

c'est-à-dire un nombre moindre que 

quand , du moins , ar et y se rapportent à des points situés 
dans le contour ABCDA : cela nous montre que chacune 
des deux expressions 

(lzi^)lr±^ji_*)! x[« + 6, (« - a) , i + e. (p - 6)] 

+ (a — a)(p-i)x[« + e,(a — «),6H-e,(p-i)], 

est , quels que soient d et d, , moindre aussi en valeur ab- 
solue que 

(a-a)'+(p-»)' ^^ 
On peut donc écrire de la manière suivante les équations 
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•(6) et (7): 

(a -«OJ- («.*) + (?-*') ?(«,*) 

^2 et ^3 étant des nombres positifs moindres que i . 

Prenant la racine carrée de la somme des carrés des 
deux membrçs , il vient 

[(a -«')' + (?-*' )f{[?K*)]' + ['K",&)]'P 

d'où Ton tire 

[(«_a')' + (p-6')f <y/|l[(«-«)'H-(p-i)']. 
Or l'expression 

représente la distance du point m^ qui correspond à la 
première valeur approchée au point-racine m , et l'ex- 
pression 

représente la distance du point nit correspondant à la se- 
conde valeur approchée au même point; donc, en appe- 
lant d et ^^ ces distances, on voit que l'on a 



ou bien 
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(le même, en appelant cîg , cîs, cÎ4v? l^^s distances du 
point m aux points correspondants à la troisième, à la 
quatrième, à la cinquième, etc., valeur approchée, 
on a 

^^Sl oubien *.<(y/^,^)'^, 
y/^^L oubien ^.<(y/,^^yV 



5,< 



Cela nous montre que si, aux condilions précédemment 
exigées , on ajoute celle-ci 



s/' 



^'<- 



ce que l'on peut toujours faire en resserrant suffisamment 
le contour A' B' C D'A', la distance du point m aux points 
correspondants aux valeurs approchées finira par devenir 
aussi petite qu'on le voudra. 

De ce qui précède , on conclut facilement le nombre de 
décimales exactes fournies par chaque opération dans la 
partie réelle et le coefficient de \/ — i de la racine imagi- 
naire que l'on calcule ^ mais nous renverrons sur ce point 
à la Note que M. Cauchy a insérée à la suite de ses Leçons 
de calcul différentiel , Note dans laquelle l'illustre ana- 
lyste a été conduit à des résultats analogues à ceux que 
l'on vient de faire connaître, quoique la méthode qu'il a 
suivie soit en tout différente de la notre. 
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DfiMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE M. J. STEINER {*) 

(voir t. XII, p. 118); 

Par M. l'abbé PEPIN, 

Du petit séminaire d'Iseure. 



Le point A se meut sur une droite perpendiculaire sur 
le milieu de BC ; le point a se meut de même sur une 
droite perpendiculaire élevée sur le milieu de bc^ les 
triangles ABC, abc sont dans un même plan, et Tangle 
BAC est constamment égal à bac. L'axe radical des deux 
cercles circonscrits aux deux triangles a pour enveloppe 
deux points fixes : l'un correspondant aux mouvements 
qui ont lieu dans le même sens, et l'autre à ceux qui ont 
lieu dans des sens opposés. (Steiner.) 

Prenons pour axe des x la droite qui joint les milieux 
D, d de BC et de ic, et pour axe desj^ une perpendicu- 
laire élevée sur le milieu O de la droite Dd. Soient II et 
CT les angles formés avec la direction Dd piar les parties 
des perpendiculaires DA et da qui s'étendent du côté des 
y positives. 

Les demi-droites AB et AC forment au point A deux 
angles, dont l'un est l'angle BAC du triangle, et l'autre 
est égal à 2 7r — BAC; nous désignerons par a celui de 
ces deux angles qui s'étend du côté des j' négatives, de 
sorte que l'angle a variera de o à stt, tandis que l'ordon- 
née du point A passera de -4- oo à — oo . Nous désigne- 
rons par a' Tangle analogue pour le triangle abc. Ainsi 
on aura 



a = a ou 



(*) M. Hen. Dellac, maître d'études au collège de Rochefort, a envoyé 
une autre solution et fait la bonne observation que Tenveloppe de la 
droite des centres est une parabole. 
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suivant que les mouvements auront lieu dans le même 
sens ou dans des sens opposés. 
Posons 

BC=2A, bcz=zia^ Dd=2d^ 

et désignons par F, A, R; y, d, r, les coordonnées du 
centre et le rayon de chacun des deux cercles circonscrits. 
L'axe radical aura pour équation 

2(r — 7)^-|-2(A — ^)^ — (P-hA»— R')-f-(7'-h^»— r^) = o; 

d'ailleurs on aura 

« ±A ±a 

sm a sm ûr' 

r=Acota.Cosn — d, 7 = û cota'.coStT-l-r/, 

A =r A cota.sin n, (î = « cota'.sinu. 

L'équation de Taxe radical deviendra donc 

12(Acotacosn — a cota'.coscr — 2d)x 
4- 2 ( A cet a . sin n — a cet a' sin ct) 7 H- ( A' — a^) 
4- 2 </ (A cola cosTI + a cota'.coscr) = o; 

si les mouvements s'exécutent dans le même sens , on a 
a' = a , et l'équation devient 

I2[cota(AcosCT — a costr) — 2d]x 
-h 2cota(Asinn — a sin u)/ 4- (A* — a') 
-4- 2rfcota(A cosm-flcosu] =F(jr, j, a) =:o. 

Cette équation est de la forme 

Pcota4-Q=:o; 

P et Q sont des fonctions linéaires de x et j^. On satisfait 
à cette équation en posant P = o, Q = 05 donc l'enve- 
loppe est un point. 

Si les mouvements ont lieu dans des sens opposés , alors 
a = 27: — a , et l'on parvient au même résultat. 



On pourrait discuter les divers cas auxquels donne- 
raient lieu les diverses hypothèses que l'on pourrait faire 
sur les valeurs relatives des constantes A, a, II, ex, d\ 
c'est un exercice qui n'offre pas de difficulté. 



«UESTIONS. 



273. Le triangle ABC a un sommet fixe A, un angle 
constant A-, les sommets B et C sont sur une droite fixe. 
Quelle est l'enveloppe du cercle circonscrit au triangle? 

274. n plans sont donnés; par un point fixe C, on 
mène un plan mobile formant avec le premier plan un 
angle a, -, avec le second plan un angle «j... ; donne avec 
le w*^"** plan un angle «„. On la relation 

Ot cos a, 4- «j ces aa -f- . . . H- «« ces a„ = constanle, 

où ai , ^s ,. .., ^i„ sont n quantités données. Le plan mobile 
engendre un cône droit. A chaque valeur de la constante 
correspond un autre cône. Tous ces cônes ont même axe. 

Lorsque le cône se réduit à son axe, la somme ^^ Op cos a„ 

est un minimum^ et lorsque le cône devient un plan , cette 
somme est un maximum, (Steiwer.) 

275. Aucun nombre de la forme /n' (8 a: -f- 7) ne peut 
cire la somme de trois carrés. 

276. Trois points A , B , C étant liés de manière à con- 
server toujours les mêmes angles, si trois forces appli- 
quées à ces points sont en équilibre, il faut, outre les 
conditions ordinaires, que les trois points et le point de 
rencontre des trois forces soient sur une même circonfé- 
rence. (MÔBIUS.) 

277. Si plusieurs points sont mobiles dans un plan de 
manière que la figure qu'ils forment reste toujours sem- 

'7 
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hlablc à elie-mème, et si des forces qui agissent sur ces 
points sont en équilibre, Tëquilibre subsistera pour toute 
autre position qu'on peut donner aux points , pourvu que 
les forces conservent leurs directions primitives. 

(MÔBIUS.) 

278. 

-^[(6"c).r-^-(c'û)J^-(fl''*)zp 

[(6'c")a:-h(^"c)r-f.(^c')z]' 

étant les équations de deux ellipsoïdes , axes rectangu- 
laires, les ellipsoïdes sont égaux. Les crochets désignent 
des déterminants binaires. ( Jagobi. ) 



SUR LES SOMMES DE PUISSANCES SEMBLABLES DES RACINES 
DONE l«UATION ALGEBRIQUE; 

Par m. Angelo GENOCGHI, 

Avocat. 



Pour obtenir l'expression de la somme des puissances 
semblables des racines d'une équation algébrique donnée 
on peut employer la série 

u" \tt"y 1.2 du 1.2.3 ^? 



(^)'w 

I 2.3.4 du^ 



I 
4 
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où fu désigne une fonction entièce de a , et ( — | la dé- 
rivée — rtu~"~' de — ; en effet, cette série, qui , prise en 

entier, représente la puissance ( — w)**"" d'une racine t 
de Téquation 

t = u -+-/^ 

exprime la somme des puissances ( — /i)*^"**' de toutes les 
racines de cette équation, en ne conservant que les 
puissances négatives de u. Ce beau théorème a été dé- 
montré par Lagrange, dans les Mémoires de Berlin pour 
1 768 , et dans le Traité de la Résolution des équations 
numériques f Note XI 5 et il me semble qu'on doit être 
surpris de ne pas le trouver dans \ Algèbre supérieure 
de M. Serret. 

Ce théorème s'applique à Téquation 

/ = a + ///% 
en prenant 

ft = ht-', 
le terme général 



''-' (^^)'(>) 



1.2.3.../? duP-^ 

deviendra 

^ ^ i.a.3. . . p 

et, comme on doit omettre* les termes dans lesquels 
l'exposant de u est posilijf, on assignera à p les seules 
valeurs i, 2, 3,...,« — i,ou même les seules qui 

ne surpassent pas - , car pour les autres le coefficient du 

terme général s'annule. Ainsi on aura, en appelant x^ y 
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les racines de l'équation proposée , 

y jr" 1.2 

I .2.3 
^ ' 1.2.3.../? 

Si nous supposons hz=u^ nous aurons r = - , et en 
faisant -= z , nous obtiendrons une expression de a:" H 



en fonction de ^ = a: -j- - , qui ne différera point de 

l'expression du polynôme V„ donnée par M. Serret dans sa 
XIV* leçon [Algèbre supérieure^ page 78). On voit donc 
que le théorème de Lagrange conduit immédiatement à 
une formule à laquelle M. Serret ne parvient que par une 
méthode fort compliquée. 

Au reste , pour trouver cette formule , on peut aussi se 
servir de la méthode indiquée dans l'ouvrage cité (V^ le- 
çon , page 10) , ce qui en fournira une démonstration tout 
à fait élémentaire et assez simple. En faisant 

Z=zx -\ryy XY = \, 

on a 

et, par suite, 

2 r — z I I 



1-+-/* — tz ,r — X t — y^ 
d'où il résulte que dans le développement de la fraclion 
, le coeflScient de la puissance «"~* sera égal à 



-(i.+3^)=-(.'^" + i)- 



(.63) 
Or 



1 I tz r'z' t^z^ 



OÙ le coefficient de z"^ est ^ rr-xr \ de plus , le terme 

(i-hr»)'«+'' ^ ' 

général du développement de (i + f ')""•"* est 

^ ^ I .2.3. . . [p — i) 

de sorte que le terme général du développement de la 
fraction :; sera 

N . (/w-f-i) (/n -H a) . . . (/w ^-p — i) ,, ,^ 
^ ^ 1.2. 3.. . (/> — i) 

Il est aisé d'en tirer celui qui se rapporte à la fraclion 

^ > car en multipliant l'expression précédente 

par 2 ^ , et remplaçant m par w -H i , on aura 

(/?i4-2)r/n-4-3).. .(m -h/;) 

^ ' I .2.3. ..(/?— l) 

pour le terme général de ^ , et en multipliant ce 

terme par z , et remplaçant p par p -f- 1, on aura 

{—\\P *l ZL-JA 1_^ !^ ^^^af+w^m-n 

^ ' l ,2.3. , . p 

pour le terme général de *, la diflférence de ces 

deux termes généraux sera le terme général cherché, 
savoir : 

, (/wH-2)(//i4-3). . .(w-Hy?) , V 

—(-i)P- • -o ^ ^ U m-hi'{-2p),t'P-*'"*z"'-^\ 

' ' 1.2.3.../? ^ ' 
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Faisons 

//j -h r -+- a/; = «; 

ce terme général devient 

^ ' 1.2.3. .p 

et donnera 

^ ^ * 1.2.3. . . p 

pour le terme général du polynôme qui sera le coefficient 

de «"■"* dans le développement de la fraction ^ -> 

c'est-à-dire pour le terme général de l'expression de 

On obtient de la même manière l'expression de la 
fonction 

qui se réduit à 

JT" -+- 7" + J^"~' -H r"~' -4- . . . + j: 4- / H- 1 



puisque xy = i. En effet, on a 



^' — r 



et, par suite ^ le coefficient de f"""* dans le développement 
de la fraction ; doit égaler 

I -h I ' — tz 

A'—r ly* -^v •«^— r ' 
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or on a trouvé , pour le terme général du même dévelop- 
pement, 

1.2.3. .. (/? — i) * 

qui devient 

^ ^ 1.2.3.../? ^ ' ^ > 

si l'on change p eu /? H- 1 , et qu'on fasse 

2/E?-h m =: n — ij 
donc 

(- , )/^ . (^-/^~l)(/»-/^-2).,.(/l~2/>) ^^.,^_, 
1.2.3. . ./> 

sera le terme général du coefficient de f ""* dans le déve- 
loppement indiqué, et, par suite, le terme général de 

l'expression de ^ • En remplaçant n par « -f-i, on 

aura le terme sénéral de — , et la rémiion 

des deux résultats donnera le terme général du poly- 
nôme U„, lequel s'accorde avec la formule de la p. i8o 
de Y Algèbre supérieure. 

Euler a donné, dans un de ses Mémoires [Obsen>a- 
tiones circa radices cequationuin, Nov^iComm, Acad, 
PetropoL, tome XV, pro anno 1770) un théorème qui 
revient à celui de Lagrange ci-dessus énoncé , comme l'a 
remarqué M. Ménabréa (*). Euler considère Téquation 

ABC 

et forme l'expression de la somme des puissances n'*'"'* 
de ces racines^ il trouve qu'en partageant les termes de 
cette expression en divers ordres ^ ceux de Tordre X -f- i 

(*) Où? 
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Deuxième racine. 

En opérant de même pour la seconde racine, il vient 
«'i =:o,i4; /(o,i4)= — 0,0821661, 
/(o,i3) = — 0,0060871 , /(o,i292) i= -h 0,0002743, 
et 

^2 = 0,1 292345 ; 
le 5 est trop fort. 

Troisième racine. 

w, = 0,295, /((v,) = -— 0,0104236, 

«'3 = 0,29708, /"(wj) = -h 0,0000129, 
«', = 0,29707743, 



et 



X, = 0,2970774. 

Quatrième racine. 
X4 = o , 5 . 

Cinquième racine. 

fv, = 0,7043, /(«»,) = + 0,0069088, 

«'2 = 0,70292, f[w^)z=z — 0,0060128, 

tvs = o , 702922552 , 



et 



.rj = 0,7029226; 
le chiffre 6 est trop fort. 

Sixième racine* 

w, = 0,8574, /(«'•) = ■+- 0» 1007147 ' 
(V2= 0,87000, /(«',) = 4- 0,0060946, 

^3 = 0, 87074, /(«'s) = H- O, 0002041, 

W4 = 0,8707656, 
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et 

Xe = 0,8707656; 

le chiffre 6 est trop faible. 

Septième racine. 

Le calcul offre quelques difficultés, puisque^ (x) varie 
moins sensiblement entre 0,9 et 0,1 qu'entre 0,1 et 
0,2 , etc., circonstance qui nous obligeait de calculer d'a- 
bord /(o,92), /(o,94), /(o,96), /(o,98). La connais- 
sance de toutes ces valeurs n'est pas nécessaire; mais 
comme l'application du principe de la règle de fausse po- 
sition nous prescrit de les calculer, nous indiquons leurs 
valeurs. On a 

/(o , 92) = — o , 3703349 , /(o , 94) = — o , 40929369 , 
/(o,96) = — 0,2712865, /(o,98) == o,i5o555. 

Ces deux dernières valeurs donnent : 

w', = 0,973, /(o>973) = — o,o3i8o33, 
«^2 = ,9743 , /(o ,9743) = — o ,0063073 , 
«='3 = o>97463, /(w3) = 4- 0,0019014, 

W^ =0,9745536, 



et 



Xi = 0,9745536. 
Récapitula tio n . 

.r, =r 0,025446^» 
j:.^ = o , 1 292345 , 

•^3 = 0,2970774, 

Xi = 0,5, 
Xt, == 0,7029226, 
Xq = 0,8707656, 
x-i = 0,9745536. 

Vénjication. 
i^. La somme des 7 racines est = 3,4999999. 



(i2i) 

En divisant le coefficient du second terme par celui du 
premier, il vient 

— I20I2 : 3432 = — 3,5 (quotient exact). 

Ainsi la somme de 7 racines est exacte à une unité déci- 
male du huitième ordre près. 
2°. Le produit des racines est 

Xi JC2 ■^a ^4 <^S ^6 ^7 * 

On a 

or, X, = o , 00328854 > X, X, ara = o , 0009769 1 2 , 
Xi 0:2X3X5 = 0, 0006867 ' 4^» ^« "^^ X3 Xj Xfl = o , 00059796744» 

XiXjXjXsXeX, = 0,000582751 3 1 ; 
enfin 

XiXjXaXiXsXgX, =1 0,000291375. 

En divisant le dernier terme par le coefficient du premier, 
on obtient la fraction périodique mixte 

— 1 : 3432 = — o ,000291 375 , 

exactitude surprenante. 



SUR UNE FORMULE RELATIVE AUX TANGENTES, 

Par m. t. JOACHIMSTHAL (*). 



La formule dont je vais donner la démonstration est 
la suivante : 

tang mx tang mx . tang {m — i ) x 
tang X tang x . tang 2 x 

m 

:=(^ — i)^ tang mx. tang (/w — i) x. .. tangx, pour m pair; 
= 0, pour m impair. 

(*) Maintenant professeur à l'Université de Halle. 

21. 
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On la démontre par une méthode dont M. Gauss s^est 
servi pour deux séries bien connues , d'une forme sem- 
blable. 

En désignant 

taDg/7i:r«tang(m — i) j;. . . tang (m — fx-+-i)* v 

= ( W , a ) , 

tangx.tang 2:t:. • • tang fxx . \ ^r/ 

on aura 
(i) (/w, fA)lang(/w — ii)x =z(m — i,pi) tang/wx, 

tang(fx+i)jr 

Il suit de là 

{m, fx-hi) — (w— I, fx-f- i) 

(m, fx) taDg(m — fx)j7 — (/w— I, p)tang(w~ fx — 1)3: 

tang(fA+ i)j? 

, tang mx — tang (m — a — i)x 

=:lm — I, a) — 7-^-^ î — — 

^ ' ^^ tang(fx-hi)^ 

=:(/w — I, f*) [1-+- tang ma? tang (/w — p — i):c], 
ou bien 

-{-{m — I, II) tangmx tang(/w — fx — 1)0:. 

A l'aide de cette formule on peut décomposer les termes de 
la série 

I— (w, i)4-(w, 2)--... =/{m), 

comme il suit : 

1 = 1 

— (w, 1) = — - {/w — I, i) — I — tang/wx tang(w — i)xy 
(m, 2)= (m — 1,2) 4- (w — I, i) 

+ tang/wo: lang(w — 2) jr.(/w — »> i)> 
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— (/«, 3) = — (w — 1,3) — (//j— 1,2) 

— tang/».r. tang(//t — 3)x.{m —1,2), 

£ (w, m — i) = e(/w — î,m — 1) -h i{m — i, m — 2) 
+ E tAUQmx taDg.r.(/72 — i, iw — 2), 
— 8(/w, m) = — s {m — I, m — 1), 

£ = (-i)--'. . 

En additionnant ces équations , on trouve 

[tstïiQ {m ^ i) X "1 

— (m — iy 1) tang(w — 2)0; 1 

-+-(w — i,2)tang(/w— 3)^ r 

— . . . 4- e (/w — 1 , /M — 2) tang ar J 

mais, en vertu de la relation (i), on a 

(m — I, i) tang(/w — 2)j:=: (w — 2, u) tang(w — i)ar, 
(/w— ï, 2) tang(/w -— 3);f= (w — 2, 2) tang(/w — i) x, 
etc. , 

donc 

/[m)= — tang wx tang (/w — i)x[i — {m — 2,i)-h('« — 2,2) — ...], 

et, par suite, 

(3) /(^^) =■ — tang/wjc tang(m — i)xf[m — 2), 

ou bien , par un calcul bien simple , 

I f{m) c= (—!)'• tang/wj? tang [m — i)x. . . 
^^' ) tang (w — 2/2 -f-i)jp/(#w — 2/î); m^2H, 

En remarquant qu'on a 

/(0)=:l, /(l)r=0, 

on parvient à l'équation 

im 
f[m)z=z (— i)^tang wo; tang (m — i)oc. . . tango:^ 
pour m pair, 
= 0, pour m impair; 
ce qu'il fallait démontrer. 
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M. Heine (*) , auquel j'avais communiqué ces résultats , 
m'en a donné une démonstration analogue à celle qu'il a 
publiée pour les deux séries de M. Gauss. (Crelle, Joiir-^ 
nul de Mathématiques, tome XXXIX , p. 288 5 i85o.) 

Il prend pour point de départ les équations 

{i — af){l-^qx){\ — q'xY., 1 — 7 



{l'^x){i 'j-qx){i'jrq''x)... ~" l — 7,* 



X 






En les multipliant , on obtient 

mî= 00 

,(t+y)(i-Hy')...(i + ?"') 



donc 



, _ X' Z"^ (7_ y) (, _ 9'). . . {l-q-) 

m = o 
1 -f- ^ I — q'" l -hq I -f- 7' I — q'^ 1 — 7' 
1—7 I -+- 7"* I — 7 1 — 9M -h 7*" 1 + 7' 

I -f- 7 I — 7** 1 + 7 1 + 7' I — 7" 1—7 



M— I \ 



I — q i^qin i — g i — qi 1 + 7*" l + q^~ 

(1 — 7) (1—7»)... (1 — 7'") 
— ...=: 7 2-~ 2_J i £— d , pour m pair , 

(i-4-y)(i4-j7')...(i+7") ^ *^ ' 

= o , pour m impair ; 

ce qui coïncide avec l'équation (5). 



QUESTIONS. 



279. ABC est un triangle donné 5 F un point^xe dans 
le plan du triangle 5 une droite variable AD passe par A 
et rencontre la base BC en D, point variable. Construi- 

(*) Savant géomètre de l'Université de Bonn. 
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sons une conique ayant pour foyer le point F et touchant 
les trois côtés du triangle ABD ; soit E le point de con- 
tact sur AD; et encore une seconde conique de même 
foyer F et touchant les trois côtés du triangle ACD; 
soit E' le point de contact sur AD; Tangle EFE' est 
constant. (Stubbs. ) 

280. Une courhe du troisième ordre étant composée 
d'une branche infinie et d'une ovale, si l'on prend sur la 
branche infinie trois points en ligne droite et que par 
chacun de ces points on mène deux tangentes à l'ovale , 
les trois cordes de contact passent par un même point. 
Lorsque la branche infinie devient une droite , Tovale se 
change en conique et l'on revient au théorème de la Hire. 

(Chasles.) 

281. Par un point donné dans un plan, mener dans 
l'espace trois droites rectangulaires, de telle sorte qu'en 
prenant sur ces droites , à partir du point donné, des lon- 
gueurs égales, les projections de ces longueurs sur le 
plan soient dans des rapports donnés. 

Ces axes, ainsi déterminés, tournant autour d'une 
droite fixe passant par le point donné , trouver les pro-^ 
jections de ces axes après une rotation donnée. 



RfiGLE A CALCULS MODIFIÉE; 

Par m. a. MANNHEIM , 

Sous-lieutenant d'artillerie, ancien élève de l'École Polytechnique C^). 



Insister sur l'utilité de cette règle serait chose inutile 
auprès des personnes qui ne s'en servent pas, et chose 
superflue pour celles qui en font un usage continuel et 
y acquièrent une habileté facilitant singulièrement les 

(*) Se vend chez Gravct-Lcnoir, rue Cassette, n® i4î Paris, 
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calculs dont on a besoin dans le monde industriel. Sous 
ce point de vue, Tinstrument mérite de devenir de plus 
en plus populaire , et Ton ne saurait trop encourager ceux 
qui veulent bien mettre leur sagacité à le perfectionner ; 
nous croyons que les nouvelles modifications, ingé- 
nieuses, commodes, multiplient et facilitent les applica- 
tions. Nous avons déjà expliqué la théorie de la règle à 
calculer [tome X, page 3 18; i85i (*)]. 

Voici en peu de mots les modifications et le but de 
chacune d'elles. 

L'échelle inférieure de la réglette, qui était dans les 
anciennes règles la même que les échelles supérieures, a 
été remplacée par une échelle identique à celle des ra- 
cines carrées. 

Cette échelle et l'échelle des racines carrées sont em- 
ployées pour trouver les produits et les quotients. On 
obtient, par cette modification, une approximation 
double de ce que l'on obtenait avec l'ancienne règle. 

La coulisse est telle, que l'on puisse retourner la réglette. 

Ceci permet de faire les calculs où il entre des lignes 
trigonométriques comme les calculs des nombres. 

Dans l'ancienne règle , on ne pouvait effectuer certains 
produits, tels que 3 sin i° 5 pour obvier à cet inconvénient, 

on a placé deux amorces correspondant à —. — ;> -: — ^' 
^ ^ sm i' sin I 

L'ouverture placée derrière la règle permet de mieux 
lire les logarithmes. 

L'échelle placée sur le biseau ne commence plus à 
l'extrémité de la règle. 

(*) M. P.-M.-N. Benoît, ingénieur civil , vient de publier sur la théorie 
el les usages de cette règle un volume in-i 2 de 674 pages. A ce compte, com- 
bien faudra-t-il de milliers de pages pour décrire la machine à calculer de 
M. Babbage? La Règle à calcul expliquée, par M. Benoît, est en vente 
chez Blallct^Bachelier, libraire. Prix: 6 francs. 
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L'usure du bois ne permettait plus, au bout de peu de 
temps, de se servir du premier trait de cette échelle. 

Le curseur évite plusieurs lectures dans les calculs; 
Terreur de lecture, qui est la plus grande, est alors 
diminuée. 

Ces diverses modifications apportent encore d'autres 
avantages que Fusage fait connaître. 

Une Instruction , qu'on distribue avec l'instrument , 
ne laisse rien à désirer sur son emploi. Cette Instruction 
a été imprimée à Metz, décembre i85i. 



NOUVELLE MÉTHODE 

Poir troQYer me limite snpérienre et ane limite iaférieire des raeioes 
réelles d'une équation algébrique quelconque -, 

Par m. SYLVESTER(J.-J.), 

Membre de la Société royale de Londres. 



1. Lemme. Soient 

Cl 5 Kj-iy C3 , . . . , \Jr—\y ^r 

une suite de quantités positives, assujetties à cette loi 

C, = Pi , C2 = pj H V • 9 C3 = ^3 H v • ? 

C| = U« ~\ V • î Cr = fAr , 

où les [k sont des quantités positives quelconques. 
Si 5 dans la fraction continue 

L L L ... J- L (•) 

^i -4- 75 -^- 73 H" H- 7r-i -4- qr 
(*) C'est ainsi que les Anglais écrivent la fraction continue 



^, -h etc. 
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(les quantités ^i , y»,.*- étant des quantités positives ou 
négatives), on a les inégalités 

(les crochets indiquent la racine carrée positive du carré 
de la quantité que ces crochets renferment) ^ le dénomi- 
nateur de la fraction continue aura même signe que le 

produit ^l^J^S^-^r-l^r. 

Démonstration . Posons 

I 



qi H = w, , 



I 
qr H = nir ; 



il est aisé de vérifier que les dénominateurs successifs de 
la fraction continue sont 

mj a même signe que q^ : 

1 i I ^ ï ï ^ ' r T-^ I r T^ ^ 

donc q^ a même signe que m^ , et aussi m, m, est de même 
signe que q^ qt '• 

donc ^3 a même signe que m^ \ ainsi m^ m^ m^ est de même 
signe que qxq^q^^ et, en continuant, on parvient à dé- 
montrer que mim^m^.,. m,_imr, c'est-à-dire le déno- 
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niinateur de la fraction continue, est de même signe que 
le produit ^i ^i ^s- • • ^r-i ^r- 

2. Théorème. Si f (x) est une fonction algébrique 
entière de degré n, et si l'on prend arbitrairement une 
autre (f [x) algébrique et entière, etd^un degré moindre 

gue n, et quon dés^eloppe la fraction Vr-^ en fraction 

continue 

ep {x) _ I I II 

7(7) "^ x; -4- x; -f- ' " + xZi -f- x; ' 

où Xi, Xj,. . . , X,. sont des fonctions rationnelles de x, et 
si Conforme l'équation 

(9) x=(xî-cî)(x;-cu... (X,: -C) (x:-c;) = o, 

la racine réelle supérieure de cette équation sera plus 
grande y et la racine réelle inférieure de cette équation 
sera moindre qu^ aucune des racines réelles de V équation 

/(X) = 0J 

et si toutes les racines de l'équation (d) sont imaginaires ^ 
l'équation 

• /(^) = o 

aura aussi toutes ses racines imaginaires. 

Démonstration. Tous les quotients de la fraction con- 
tinue qui suivent le premier quotient, savoir : X,, Xs, . • • 7 
X^, sont en général des fonctions linéaires de x , et X^ 
sera aussi linéaire, si ç (x) est de degré n — i\ les cas 
particuliers ne changent pas la marche de la démonstra- 
tion ^ mais il faut remarquer que lorsque/* (x) et ç [x) 
ont des racines communes, le dernier quotient aura la 

forme — ? [x] étant Tavant-dernier terme, et alors, dan» 
l'équation (0), au lieu de X' — C^, on écrit simplement X/ 
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Soient L la plus grande racine et A la plus petite racine 
de Téquation (6)5 alors aucun facteur de (6) ne peut de- 
venir nul pour des valeurs de x comprises entre -f- 00 et L, 
et entre A et — 00 5 donc on aura toujours 

[X.]>C., 



[x,]>a, 



Ory (x) est évidemment égal au dénominateur de la frac- 
tion continue multiplié par un facteur constant. Donc, en 
vertu du lemme, le dénominateur de la fraction continue 
est de même signe que le produit XiXjXs... X^_iX^ 
pour les valeurs de x comprises entre -t- 00 et L , et 
entre A et — 00 *, mais dans ces intervalles la fonction 
générale X, n'étant pas comprise entre -+- Q et — C, ne 
peut devenir nulle, et, par conséquent, ne peut changer de 
signe-, donc le dénominateur de la fraction continue con- 
serve le même signe pour toute valeur de x renfermée en- 
tre ces intervalles, et de mèiaef(x) ; L est donc une li- 
mite supérieure et A une limite inférieure des racines de 
l'équation 

Le nombre des racines réelles de Féquation (9) est évi- 
demment pair, zéro compris j dans ce dernier cas , c'est- 
à-dire (Q) n'ayant aucune racine réelle, /"(a:) ne changera 
donc pas de signe pour des valeurs de x comprises entre 
-H 00 et — Qo • autrement toutes les racines def{x) = o 
sont imaginaires. Le théorème est donc complètement 
démontré. 

3. Si ç (x) est de degré n — i , la fraction continue ren- 
ferme en général (sauf les cas où quelques-uns des coef- 
ficients deviennent nuls), comme il a été dit plus haut, 
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n quotients linéaires de la forme 

donc, diaprés le théorème , la plus grande et la plus petite 
des 2 n quantités 

— - — î »•••> , , 

sont respectivement une limite supérieure et une limite 
inférieure des racines de l'équation 

/(^) = o. 
Si l'on prend 

on vient au théorème énoncé (page 286). 

4. Lors même que les quotients Xj, Xj, etc., ne sont 
pas linéaires, on n'aura pourtant jamais à résoudre que 
des équations du premier degré. En effet, soient les 2/' 
équations de degré quelconque 

J\.\ — — \a\ O , A.2 *"" C»2 ^— ^ ) • • • J ■**^r ^r ^-- O , 

X|-hC|=0, Xj-h Cj = o, . . . , Xr — Cr = o. 

Il suffît de trouver une quantité / supérieure aux racines 
de ces équations, et une quantité X inférieure à ces mêmes 
racines, / et X seront des limites pour l'équation 

/(:r) = o. 

Si donc une de ces équations est de degré yt; ^ i , on appli- 
que à cette équation le procédé ci -dessus, en choisissant 
une fonction (f{x) de degré p — i , et, en agissant ainsi , 
on arrivera par une sorte de trituration à n'avoir à traiter 
que des équations du premier degré. 

5. On a 

C, = fx,- H \ 

plus la valeur de fx, est petite, et plus on aura de chances 
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à resserrer les limites dans les deux fractions * * : par 

ai '^ 

contre , on aura un désavantage sous ce rapport dans les 
deux fractions suivantes *"*"' * ~ ^ car C/^i = fji,^_i H 

Plus iii diminue, et plus C^+i augmente. Cet inconvénient 
n'a pas lieu pour la dernière fraction 5 on peut donc pren- 
dre iin = o et C„ = — ■- • 

f*/i— 1 

6. Il est à remarquer que tous les raisonnements pré- 
cédents subsistent en renversant la suite des fx et récrivant 
ainsi : 

I I I 

, h/Ar-l,..., hfX,. 

fUr^i fXr-2 fia 

7. Il y a lieu à des recherches intéressantes sur la forme 
à donner à y (x), et sur les valeurs à donner aux quanti- 
tés fji pour obtenir les limites les plus resserrées, et je 
crois être parvenu à démontrer que la forme la plus avan- 
tageuse est/' (a:), précisément la forme que M. Sturm a 
adoptée. 

8. Dans la réduction en fraction continue de ^4— t> 

nous n'avons considéré que des quotients binômes 5 mais 

on peut pousser les divisions plus loin et obtenir des 

quantités de la forme 

c d l 

ax-\-b ^ 1 1 -h-^^ 

X X^ X 

le reste correspondant sera de la forme 

En opérant ainsi , le nombre de termes dans chaque reste 
ira en diminuant, comme dans le procédé ordinaire, et le 
dernier reste sera de la forme Cx^, \k étant un entier 
positif ou négatif, et le dernief quotient de la forme 
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P j:^-H Qx^~^,p étant un entier positif ou négatif 5 nom- 
mant les quotients ainsi obtenus 9,, ^jv-'î Çr^ on voit 
aisément qu'on aura 

où M est une constante , i un nombre entier positif ou né- 
gatif dont la valeur dépend de la manière dont on a opéré 
dans les divisions successives , et D est le dénominateur de 
la fraction continue 

III II 

^1 -+- Ça 4- V3 + • • • -+- Çr-I 4- qr 

Donc, si Ton écrit, comme ci-dessus, 

X= (yî-CÎ) (q\~C\)...(çl-Cl)=o' 

nommant L et A les racines extrêmes de cette équation , 
si zéro n'est pas compris entre H- 00 et L, ni entre A et 
— 00 , la démonstration donnée ci-dessus subsiste encore 
pour le cas général. El lors même que zéro est compris 
entre ces limites , L et A restent tout de même les limites 
pour les racines, abstraction faite de la racine zéro. 

Observation. L'illustre analyste est parvenu à donner 
encore une plus grande extension à son théorème , et 
même à substituer les quotients a^x-hbi^ a^x-^b^^ etc., 
aux résidus de M. Sturm pour découvrir le nombre de 
racines positives et négatives. [Philosophical Magazine. 
Juin i853.) 

li'auteur donne cette forme à la fraction continue 



rendant négatifs tous les quotients, 



I 
^3 — etc. 



alors N/D,_i — ]N,_i D, est toujours égal à -f- 1 ^ tandis 
que dans les fractions continues ordinaires cette différence 
est alternativement -h i et — i. Nous reviendrons sur ce 
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travail, qui contient des propriétés nouvelles et curieuses 
relatives aux quotients «i 0:4-^1^ a^x-i-bi] etc. 

SOLUTION DE LA OUESTION 275; 

Par m. h. FAURE. 

Aucun nombre de la forme m* (8 :r H- 7) ne peut être 
la somme de trois carrés. 

On peut supposer dans cette formule que m= i. Soit 
donc 

8x-h 'j =j'-f- 2' -4- t\ 

Le premier membre étant impair, il faut que dans le se- 
cond deux des carrés soient pairs et le troisième impair, 
ou bien qu'ils soient tous les trois impairs. Dans le pre- 
mier cas , on aurait 

dans le second, 

j»-f-2' -f'r' = 8/?n-3. 

Or, ni l'une ni l'autre de ces deux formes n'est com- 
patible avec celle du premier membre de l'équation 5 donc 
elle ne peut exister. 



RECTIFICATION DE LA OUESTION 242 

(TOir t. XII, p. 163); 

Par m. h. FAURE. 

Une erreur grave (*) a été commise dans la deuxième 
partie de la démonstration. Il s'agissait de montrer que 
les équations 

na + I = «% a^^(a-h 1)' = ^% 



(*) Signalée par M. Coupy, professeur au Prytanée de la Flèche, 
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étaient incompatiWes : on est arrivé au résultat 
u* — tîr'= 1 ; 

c'est — I qu'il faut lire dans le second membre, et 
alors l'équation n'a rien d'impossible. Voici ce que 
l'on peut faire. En ajoutant les deux équations et les 
retranchant l'une de l'autre, on trouve 

t^-hu^= 2{a-^- ly et /'— a'=:2fl'; 

puis, en multipliant celles-ci Tune par l'autre, on obtient 

Equation impossible, la différence de deux bicarrés ne 
pouvant être un carré. 

MÉLANGES. 



1. M. Meray (Charles), élève de l'institution Barbet 
(lycée Saint-Louis) , démontre ainsi le théorème de pro- 
jection stéréographique (page loi ). Il conserve la même 
figure, et désigne par I l'intersection de la corde ]NN' 
prolongée avec la tangente AB^ I est le pôle de CT; 
donc les quatre droites CN, CI, CJN', CI' forment un 
faisceau harmonique 5 le diamètre XX' étant parallèle au 
rayon CI du faisceau, on a donc 
tn = tn'. 

% M. Viliemsens, élève de M. Catalan, institution 
Jauffret , ' fait observer que le problème résolu par 
M. Mannheim (p. 11 3) reste le même, en rendant fixes 
les centres et diminuant les rayons d'une longueur égale 
au plus petit rayon; par là, le plus petit cercle se réduit 
à un point que nous désignons par A; S étant le centre 
de similitude des deux autres cercles, on trouve le point 
d'intersection fixe A' de tous les cercles satisfaisant à la 
question , avec la droite SA ; le lieu des centres est donc 

Ana. de Mathémat., t. XII. (Septembre i853.) 22 
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la perpendiculaire à SA passant par le milieu de A A'; il 
est évident qu'on trouve quatre droites qui se coupent au 
centre radical des cercles donnes. 

3. Angles, Bertrand (de Genève) désigne par ce mot, 
non des inclinaisons, mais des aires infinies ayant entre 
elles des rapports^ww. Dans ce système, les angles plans 
sont àe^ faces ^ et il se sert de cette locution, qui est une 
conséquence de sa manière de définir Fangle-, mais en 
rejetant cette définition, la locution n'est plus admis- 
sible. Car l'angle solide ne présente aucun sens dans 
le système des inclinaisons, et Legendre s'est rapproché 
ici de Bertrand, en disant que Tangle solide est M espace 
angulaire compris entre plusieurs plans qui se réunissent 
en un même point (liv. V, défin, 6). Voici les défini- 
tions d'Euclide , relativement aux trois espèces d'angle. 

Un angle plan est Tinclinaison de deux lignes Tune 
sur l'autre , lorsqu'elles sont dans un même plan , sans 
être sur la même droite [liv. I, défin. 8 (*)]. Lorsque les 
lignes qui comprennent l'angle sont droites, alors l'angle 
se nomme angle rectiligne (liv. I, défin, 9). 

On voit qu'Euclide définit l'angle de deux lignes en gé- 
néral avant de définir l'angle rectiligne, et cela devait être, 
puisqu'il définit aussi la ligne en général avant la ligne 
droite. 

Angle dièdre. L'inclinaison de deux plans l'un sur 
l'autre est l'angle aigu formé par les deux droites menées 
par un même point de l'intersection commune, perpen- 
diculairement à cette intersection, dans chacun de ces 
deux plans (liv. XI, défin. 6) \ et il ajoute : Les inclinai- 
sons de plusieurs plans sont dites semblables , lorsque les 
angles d'inclinaison décrits ci-dessus sont égaux (défin. 7) . 



C^) Définition ambiguë. R. Simson , dans sa traduction d'Euclide, la 
regarde comme une addition éditons minus periti (Notae). 



(^39) 
Ainsi la mesure de rinclinaîson sert de définition , sauf 
à démontrer plus loin la constance de cette mesure. 

Un angle solide est F inclinai son d'au moins trois li- 
gnes l'une sur l'autre qui se rencontrent sans être dans le 
même plan \ autrement y un angle solide est celui qui est 
limité par au moins trois angles plans , qui se réunissent 
en un même point sans être dans un même plan (liv. XI, 
défin. II). 

Euciide donne deux définitions : la première, pour 
conserver l'analogie d'inclinaison^ mais, cette définition 
n'étant pas claire, il en présente une seconde qui diffère 
par l'énoncé de celle de Legendre. A vrai dire, l'angle so- 
lide est un être sutgeneiis qui ne peut pas se rattacher géo- 
métriquement aux deux autres angles. En effet, un angle 
plan ajouté à lui-même, reste angle plan formé par deux 
droites 5 il en est de même de l'angle dièdre : mais un an- 
gle trièdre ajouté à un angle trièdre, ne reste pas angle 
trièdre. Aussi, Lorentz, dans sa traduction d'Euclide, 
propose de donner à Tangle solide le nom de coin 
[EcKE (*)]. On ne peut comparer ces com5 entre eux que 
sous le point de vue dynamique. Supposons que les som- 
mets de deux angles solides soient les centres de deux 
sphères de même rayon. Si les points de chaque sphère 
exercent une action attractive dépendant de la distance 
sur les sommets devenus centres , les résultantes de ces 
actions sont proportionnelles aux aires des surfaces sphé- 
rîques interceptées par l'angle solide. Cette aire sert de 
mesure et aussi de définition à l'angle solide , genre de dé- 
finition qui peut aussi s'appliquer aux deux autres angles. 

Quant aux angles de contact, d'osculation, ils appar- 
tiennent à cette classe d'idées que Leibnitz appelle idées 
certaines et obscures; et il y en a beaucoup de celte es- 

(*) Coin^ cuneus viennent du grec ^wvta. 

22. 
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pèce en mathématiques. Telles sont \os droites, la direc- 
tion , les osculations de diverses espèces , les coeflScients 
différentiels de divers ordres, etc.-, il ne règne pas le moin- 
dre doute sur l'existence de ces objets, quoiqu'ils soient 
d'une représentation si obscure, qu'en cherchant à les 
éclaircir, on ne parvient qu'à substituer une obscurité à 
l'autre, et le plus souvent on perd au change. 

4. Problème polaire. On a n points fixes dans un 
plan, et une relation entre les distances d'un point M à 
ces foyers, ou demande à mener une tangente au lieu 
géométrique de M; problème proposé par Ehrenfried 
Walther de Tschirnhausen, dans sa Medicina mentis y 
page 68(*), et résolu par Fatio, et ensuite, d'une ma- 
nière générale, par l'Hôpital [Analyse des infiniment 
petits y page 27). On trouve encore dans ce dernier ou- 
vrage une manière de mener une tangente à une courbe 
décrite par le point d'une droite de longueur fixe, et s'ap- 
puyant sur deux courbes; la manière de mener des tan- 
gentes aux développées par réflexion et réfraction , etc. 

5. Un professeur, dans une Lettre anonyme signée 
P. -P. G., médit que les nouveaux programmes et même 
les anciens sont d'une pénurie incroyable , et ensuite me 
conseille de niettre les Nouvelles Annales en rapport 
avec les programmes. Il veut donc que les Nouvelles An- 
nales soient aussi d'une pénurie incroyable. Ce n'est cer- 
tainement pas son idée 5 mais il croit que « les Nouvelles 
Annales sont d'un caractère trop élevé , du moins pour 
les candidats ordinaires : tout au plus sont-elles à la por- 
tée des candidats supérieurs. » Je répondrai que les 
élèves ordinaires, pas plus que les professeurs ordinaires ^ 

(*) Logique à l'usage des géomètres; d'une lecture attrayante; riche 
gentilhomme de la haute Lusace; il a vécu pour la science qu'il a enrichie 
des Caustiques, etc. Le grand roi Ta nommé, en 1G99, membre associé de 
l'Académie des Sciences à Tàge de trente et un ans, par exception. Né 
en i65i ; mort en 1708. 
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ne s'enquièrent d'un journal mathématique quelconque, 
élémentaire ou non. Les uns se contentent de donner 
des leçons, les autres de les recevoir. Il n'y a que ceux 
qui "veulent connaître l'état actuel et même passé de 
la science, aspirant au progrès, qui lisent ces journaux. 
Or, une telle volonté, une telle aspiration ne se rencon- 
trent guère Tjue chez des esprits d'une certaine supériorité. 
Aussi plusieurs de nos questions s'adressent aux élèves 
supérieurs, et ils y répondent ; d'autres questions, pour 
l'instruction générale élevée, s'adressent aux professeurs 
supérieurs, et plusieurs veulent bien s'en occuper. 
D'ailleurs, je prie M. P.-P. G. de prendre en considéra- 
tion deux points essentiels. Le premier est que les Non- 
celles Annales sont dans la douzième année, et que tous 
les endroits épineux des éléments ont été traités à diver- 
ses fois et sous diverses faces , et Von ne peut revenir 
éternellement sur les mêmes objets. S'il y a des omissions, 
des oublis, on rendrait service en me les indiquant, mais 
il faut faire attention que des explications extrêmement 
utiles, excellentes, données dans l'enceinte d'une classe, 
peuvent devenir niaises en les imprimant. Le talent du 
professeur consiste à diversifier ces explications selon le 
caractère d'esprit des élèves ^ mais le mérite de ces expli- 
cations est purement individuel , local et rarement digne 
de publicité. 

Le second point est que les Nouvelles Annales ont aussi 
en vue les gradués universitaires et les candidats à l'a- 
grégation (*), comme le montrent les beaux travaux que 
nous devons au savant professeur de Grenoble. Il est vrai 
que le titre du journal n'annonce pas une telle destina- 
tion. Mais il ne faut pas non plus donner à ce titre une 
interprétation trop judaïque. L'intérêt des candidats à 
nos deux grandes écoles est le but essentiel du Journal; 

(*) La question d'agrégation de cette année-ci est d'une na'weté qui 
dépasse les bornes. 
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mais cet intérêt ne cesse pas avec leur entrée à ces écoles. 

6. Projection stéréo graphique. Ce mode de projeter 
remonte à Hipparque ( — i5o) 5 mais le nom a été intro- 
duit par le savant jésuite d^AguîUon (François) dans sou 
ouvrage : Opticorum libri sex. Antwerp., 161 3 ; Plantùi, 
in-folio. On lit à la page 672 : Quare tamctsi stereogra- 
phices nomine nusquam vocatum hoc projectionis genus 
experimus ; quia tamen née alio quidem ullo solitum est 
appellari, placuit hoc nomen usurpari. 

Le livre sixième (page 4^ 2) est un traité très-étendu 
des projections orthographiques, scénographiques et 
stéréographiques . 

Note biographique, D'Âguillon est né à Bruxelles en 
1 567 \ il professa la philosophie et la théologie , et fut le 
premier qui fonda l'enseignement des mathématiques 
parmi les jésuites des Pays-Bas. Ses confrères ayant été 
attaqués de la peste, il ne cessa de les soigner, et supporta 
avec une extrême patience de grandes et longues douleurs. 
Il mourut à Anvers, le 20 mars 1617. Voici ses dernières 
paroles : Fiat volunfas Dei^ in ea conquiesco ; ad Dei 
nutum me penitus fin gère volo. Il laissa la catoptrîque 
et la dioplrique inachevées. 

7. Le manuscrit de Pappus de la Bibliothèque impé- 
riale, dont il est question ci-dessus (page 122), a été 
écrit pour Ramus par son ami le savant médecin Nicolas 
de Nancel^ né en l'îSp, au village de ce nom près de 
Noyon, de parents très-pauvres, il vint à Paris où, grâce 
aux secours de Ramus, il fit ses études médicales. Il a 
laissé plusieurs ouvrages, entre autres Pétri Ranù 
Fita, 1699, in-8°; par modestie, il prenait le titre de 
Tracivyenus No^^iodunensis , paysan du Novionnais. Le 
savant Weiss lui a consacré un article dans la Biographie 
Michaud. Ceci explique la signature du manuscrit. Ni 
Moreri (édition de 1735), ni Bayle ne font mention de 
cette Vie de Ramus par Nanccl. 
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8. Notation différentielle, La notation Leibnitzienne 
a été admise la première fois en Angleterre, en i8o3, 
dans un ouvrage de M. Woodhouse, intitulé : Principles 
afanaljtical calculation, La traduction anglaise de La- 
croix, où la même notation est employée, date de 1816 -, 
maintenant, elle est généralement adoptée. A FUniversité 
de Cambridge, on se sert souvent de la notation dj, pour 
dire qu'une fonction doit èlre diflerenliée par rapport à a: ;' 

ainsi dj.ji^o\XT -j-'> et dfjy pour -7-—' Cette notation, em- 
ployée par M. Cauchy, est quelquefois commode, surtout 
pour les différentielles partielles. Mais cette commodité 
disparaît quand on veut conserver cette notation dans les 
intégrations. Ainsi, on écrit 

et il y a des auteurs anglais qui, pour être conséquents au 
principe, écrivent 



X 



v^ 



ce qui est parfaitement inintelligible. On écrit aussi 

, , - du dv dz 

d.{u + .+z) pour _+_+-: 

cette notation abrégée a été adoptée aussi par M. Lamé, 
dans son dernier ouvrage sur l'élasticité^ ou bien encore 

9. Anthmologie. Dans le XLU^ volume (i85i) du 
Journal de M. Crelle, page 3o4, le savant éditeur a cal- 
culé une Table contenant les plus petits nombres entiers 
qui satisfont à l'équation 
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«lî ^'2) «^15 ^i sont des nombres entiers positifs, et 
«1 ^ «2 ; depuis «1 = I jusqu'à «i = 1 20 ; la Table est de 
dix pages. On donne des moyens abréviatifs de calcul 
pour prolonger la Table, et l'auteur exprime le désir de 
la voir continuer au moins jusqu'à «j = 1000. Les arith- 
mologues comprennent Futilité d'une telle Table qui peut 
même servir à rendre plus expéditives certaines opéra- 
tions de r arithmétique vulgaire, par exemple, dans la 
comparaison des poids et mesures, etc. 

JO. Physique mathématique, M. Jacob Amsler, de 
Halden, en Suisse, a écrit deux Mémoires très-instruc- 
tifs sur la théoiie de l'attraction et de la chaleur (Journal 
de M. Crelle, tome XLIl , page 3 16^ i85i). On sait que 
M. Liouville a donné une démonstration fort simple de 
cette proposition , que les équations qui expriment les 
conditions de r équilibre électrique ne sont susceptibles que 
d'une seule solution (^Additions à la Connaissance des 
Temps ^ 1845). M. Amsler établit la même proposition 
pour l'équation qui satisfait à l'équilibre magnétique, 
équation qu'on doit à Poisson [Mémoires de V Institut, 
tomes VI et VIII) . Poisson démontre qu'une certaine équa- 
tion transcendante a une infinité de valeurs toutes réelles, 
et montre qu'elles sont positives dans certains cas [Théo- 
rie de la chaleur^ p. 178). M. Amsler rfémo/ifre qu'elles 
sont toujours positives. 

La chaleur spécifique des corps est plus grande sous une 
pression constante que sous un volume constant. Des 
expériences ont été faites, pour constater cette loi, sur 
les corps sous formes gazeuses (Delaroche, Bérard, Du- 
long), et sur les corps solides , par M. Wertheim [Anna- 
les de Chimie et de Physique ^ 3^ série, tome XII, 
page 385). Cette loi doit nécessairement modifier les lois 
de la conductibilité dans l'intérieur des corps. Les géo- 
mètres n'y ont pas encore eu égard. C*est l'objet du second 
Mémoire du savant suisse. 
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1 1 . Cours rendus populaires. Il n'est pas tare de ren- 
contrer des professeurs chargés d'un haut enseignement 
destiné au petit nombre [pusïUus grex)^ abaisser à des- 
sein cet enseignement pour attirer la foule. Ce manège 
peu loyal est ancien. On lit dans la Vied'Epicure : a K«i 

vyùMv TF^rutnciVùKriiM uXXcc^k am oyXxyay^roùi : Scholuni dVer-' 

tùrum; sed non eo usque ut populare auditorium fiât. » 
(Gassendi, Op. omn.^ t. V, p. ii8. Diogenis Laertii 
Liber decimus ,) Nihil nos^i sub sole! 

13. Chez les Grecs , la partie théorique des nombres se 
nommait arithmétique j et la partie pratique logistique. 
Cette arithmétique grecque était bien pauvre en compa- 
raison de celle des Indiens; il paraît même que c'est des 
Indiens que les Grecs ont appris le peu qu'ils savaient 
sur les nombres. Cela provient de l'absence d'un système 
de numération. 

THÉORÈME SEGMENTAIRE DE M. STUBBS. RECTIFICATION 

( TOlr p. «09 ) ; 

Par m. PROIIHET. 

C'est par inadvertance qu'on a placé la seconde inéga- 
lité de la page 209 à la suite du théorème de M. Stubbs 
dont elle n'est pas une conséquence. En outre, le dernier 
membre n'est pas l'unité , mais une fonction des côtés du 
triangle, fonction qui sera trouvée sans doute par ceux 
qui voudront bien prendre la peine de démontrer le 
théorème. 

DIVISION PRATIOUE DE LA CIRCONFÉRENCE EN PARTIES 
ÉGALES 

(Toirp. 77); 

Par m. TEMPIER, 

Sous-directeur des Écoles clirétiennes à Montpellier. 

Le procédé pratique dcBion expliqué par M. le profes- 
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seur Housel est susceptible d'une utile modification lors- 
que n étant pair n'est pas inférieur à 8. Je propose le 
procédé suivant : 

Divisez le diamètre AB en autant de parties égales 
qu'on veut en avoir sur la circonférence 5 des points A 
et B comme centres, et avec AB comme rayon, décrivez 
deux arcs qui se coupent en C , puis, si le nombre de di- 
visions est inféneur à 8 , joignez le point C à la seconde 
division du diamètre à partir de V extrémité -^ l'arc BD 
sera la portion demandée de la circonférence. Si le nom- 
bre de dii^isions étant pair est 'égal à S ou plus grand, 
menez par le point C deux sécantes passant , Tune CF par 
le centre O, et l'autre CE par la deuxième division à 
partir du centre^ l'arc EF, intercepté par les deux sé- 
cantes, est Tare demandé. 

Cette modification donnera , pour les cas qui se trou- 
veront dans la deuxième condition de l'énoncé, une ap- 
proximation incomparablement plus grande que celle qui 
est donnée par l'énoncé primitif. 

Pour justifier cette assertion , il suflSt de calculer l'an- 
gle EOF ou â pour les diverses valeurs de n , de comparer 

les résultats aux valeurs exactes — 9 et les différences à 

n 

celles qu'ont fait connaître les calculs de M. Housel. 

Les calculs que j'ai employés pour arriver à la valeur 
de sinus â étant analogues à ceux de ce mathématicien 
pour connaître l'angle qu'il a nommé y, je croîs inutile 
de les transcrire ; voici l'expression générale à laquelle 
ils m'ont conduit, 



. - 1 2 /i -f- v48 '2' — 5 1 2 
3/2'-+- 16 



formule qui confirme ce que l'on savait , à priori , que le 
procédé n'est pas applicable lorsque n <^ 4 î parce qu'a- 
lors le radical serait imaginaire. 
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Voici les rcsultats des calculs pour diverses valeurs 
paires de n : 
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donnée par le 














procédé de Bion 


«= 4, 


J = 9oo 




exact. 






exact. 


n= 6, 


(^=59031' 35" 


au lieu de 60® 


différence 


-28' 45" 


exact. 


n=z 8, 


<y=44.48.45'' 


id. 


45 


id. 


— ii.i5 


H-ii'i5" 


n= 10, 


«y = 35.56.32 


id. 


36 


id. 


- 3.28 


-H 21. 24 


n= 12, 


^ = 3o 


id. 


• 3o 


id. 





-+■ 29.45 


n= i4, 


<y = 25.44-27 


id. 


25.42' 52" 


id. 


-+■ 1.35 


-H 32.56 


n = i6. 


(î' = 22.30.20 


id. 


22. 3o 


id. 


H- 2.20 


H- 35.54 


n= i8, 


<y = 20. 2.40 


id. 


20 


id. 


-h 2.40 




B= 20, 


<y=i8. 2.48 


id. 


18 


id. 


H- 2.48 




n = 22, 


^=16.24.37 


id. 


16.21.49 


id. 


^ 2.48 




n= 3o, 


^=12. 2 . 29 


id. 


12 


id. 


-H 2.29 




«= 4o, 


S= 9. 2. 2 


id. 


9 


id. 


-f- 2. 2 




n= 5o, 


<y= 7.13.39 


id. 


7.12 


id. 


-H 1.39 




n= 6o, 


(?= 6. 1.26 


id. 


6 


id. 


-H 1.26 




Fi= 70, 


^=5. 9.49 


id. 


5. 8.34 


id. 


H- I.i5 




n= 80, 


<?=: 4.3i. 6 


id. 


4.3o 


: ià. 


-h 1. 6 




»= 90, 


^= 4.59 


id. 


4 


id. 


^ 59 




n =100, 


«y= 3.36,53 


id. 


3.36 


id. 


-H 53 





Ce tableau montre : 1® que ce procédé est plus exact, 
et, par conséquent, doit être préféré à celui qui est in- 
diqué par Bion lorsque n égale ou surpasse 8, 2° qu'il 
donne exactement le douzième de la circonférence ; qu'à 
partir de 71=12, les différences augmentent soit en 
moins, soit en plus 5 4^ que le maximum de ces diffé- 
rences est o^2'48" et correspond à /i = 20 et 225 au delà 
de ce nombre, elles vont en diminuant. 

Note. Lorsque n est impair, il faut le doubler, afin que le centre soit 
un point de division. 



( 348 ) 



COSMOGRilPHIE. 

Historique de la découverte des sept premières nou- 
velles planètes; d'après M. Enckc [Membre de VA- 
cadémie de Berlin; 1847. ^^^ '^ planète Astrée. 
Imprimée à part en 1849). Iïi-4^ de Sg pages. 

Les anciennes planètes, Mercure, Vénus, Mars, Ju- 
piter, Saturne, sont tellement brillantes, que leurs mou- 
vements parmi les étoiles fixes ne pouvaient échapper à 
un observateur attentif, même dénué de tout moyen auxi- 
liaire. Il n'en est pas ainsi des nouvelles planètes, et 
même, depuis Finvenlion des télescopes, un siècle et demi 
s'écoula avant que les limites de notre système solaire 
fussent reculées. 

Uranus. i3 mars. 1761. William Herscliel (*). Bath. 
Sixième grandeur. 

De là cette surprise lorsque Herschel étant à Bath 
(Angleterre) , découvrit dans la soirée du i3 mars 1781, 
une étoile mobile , ayant un disque d'une grandeur sen- 
sible^ surprise tellement grande, qu'on ne voulut d'abord 
voir dans la nouvelle planète qu'une nouvelle comète. 

C'est à un grand perfectionnement dans la construc- 
tion des télescopes à miroir que Herschel doit sa décou- 
verte, et à la confiance qu'il avait que ses instruments 
lui donneraient la solution du problème de la parallaxe des 



(* ) Né à Hanovre, le i5 novembre 1738, tncpt à Slough près Londres , 
le 23 août 1822 , âgé de quatre-vingt-trois ans. Tout le monde a lu et relu 
V Analyse historique et critique de la vie et des travaux de sir William 
Herschel, par M. Arago. {Annuaire pour l'an 1842; 2® édition, chei 
Mallet-Bachelier, libraire.) 
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étoiles , problème dont là recherche avait déjà amené la 
découverte de Taberration et de la nutation. Convaincu 
que la forme la plus parfaite des miroirs, lorsque la dis- 
tance focale dépasse 6 pieds, était indépendante des règles 
qu^on suit pour leur donner une forme parabolique, 
mais dépendait de certains procédés d'art pratique , il con- 
fectionna pour chacun de ses télescopes de 7, 10 et 20 
pieds de longueur, trois miroirs. II plaçait le meilleur 
dans l'instrument, et s'en servait pour passer la revue 
du ciel^ il repolissait ensuite les autres miroirs et choi- 
sissait encore le meilleur: chacun des miroirs lui servait 
à éprouver et à perfectionner les autres. Par d'ingénieux 
maniements , il pouvait diriger ses longs tubes sans de 
grands efforts. Enfin , ne se laissant pas arrêter par des 
considérations étrangères, il employa des grossissements 
inusités jusqu'alors. C'est avec un grossissement de 
227, qui ne permet qu un champ de 4Vy î^^? <i^'^s la 
soirée indiquée ci-dessus , il observa entre les cornes du 
Bélier et les pieds des Gémeaux, à l'endroit où la voie 
lactée traverse le zodiaque, une étoile de sixième gran- 
deur, ayant un disque sensible qu'un grossissement de 
460 et de 932 grandissait encore notablement. Le mou- 
vement de l'étoile ne s'élevant alors qu'à {' par jour, il 
n'aurait pu reconnaître par le déplacement seul, le ca- 
ractère planétaire de l'étoile. Cette découverte est uni- 
quement le résultat de perfectionnements optiques , et de 
l'énergique persévérance d'un homme qui avait du génie 
dans la tête et dans la main. 

Cérès. 1^^ janvier 180 1. Piazzi [Joseph (*) ]. Palerme. 
Huitième grandeur. 
La découverte d'Uranus conduisait naturellement et 

(*} Théatin , né à Ponte dans la Valteline, le 16 juillet 17/16, mort à 
Naples le 22 juillet i8o3, âgé de cinquante-sept ans. 
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pendant longtemps à observer de la même manière le ciel 
avec des grossissements considérables , afin de reconnaître 
les planètes par la forme de leurs disques ; on dit même que 
Herschel a continué ainsi pendant quelques années, mais 
sans succès. Ce ne fut que le i®** janvier 1801 que le père 
Pîazzi découvrit une seconde nouvelle planète. Chargé 
de construire un observatoire à Palerme, en 1788, il s'é- 
tait rendu en Angleterre pour demander des instruments 
au célèbre Ramsden et être présent à l'exécution. L'in- 
strument qu'il remporta et dont l'idée appartient à Piazzî 
fait époque , parce qu'il est le premier qui renferme un 
cercle complet, de 5 pieds de diamètre, etdepuîs les perfec- 
tionnements apportés dans les machines à diviser, on a 
abandonné en astronomie les sextants et les quadrants. 
Mais ce qu'il y a de plus remarquable, c'est Tordre que 
Piazzi mit dans ses observations, ordre qui contribua 
essentiellement à la découverte de Cérès. Piazzi entre- 
prit la formation d'un catalogue d'étoiles où il prit pour 
base le travail de WoUaston. Afin d'atteindre le but avec 
promptitude, commodément, et pourtant avec une exac- 
titude suffisante, Piazzi suivit cette marche que l'on ne 
connaît bien que maintenant, par l'impression des obser- 
vations de Piazzi, que Littrow^ de Vienne a fait insérer 
dans les Annales de Vienne, Le beau ciel de la*Sîcile est 
rarement troublé par des nuages qui interrompent les 
observations; pendant toute l'année le ciel est presque 
sans nuages. Piazzi choisit donc certaines étoiles déter- 
minées qu'il voulait observer pendant plusieurs jours con- 
sécutifs, le plus souvent six jours; c'est ce qu'il nomme 
un corso , et il coordonnait ensuite les observations de la 
même étoile faites pendant les divers jours du corso, A 
raison de la rapide succession des jours et la rareté des 
interruptions , on pouvait , sans inconvénient , obtenir la 
réduction des observations en prenant la moyenne des 
observations de la même étoile , et les comparaisons jour- 
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nalières offraient un critérium sûr pour estimer rexacli- 
tude et faire disparaître les erreurs; outre les étoiles 
choisies^ il observait dans les intervalles les étoiles voi- 
sines que l'on pouvait prendre sans troubler les observa- 
tions principales. C'est à cet arrangement, convenable 
au climat et au but que Piazzi se proposait, que le célèbre 
astronome doit de n'avoir pas laissé échapper Cérès, 
étoile de huitième grandeur; car Tayant observée dans 
une soirée entre la queue du Taureau et le Bélier, la suite 
des jours du cor^so exigeait qu'il devait l'attendre aux 
jours suivants , et dès lors il pouvait reconnaître k un 
notable déplacement, que c'était une étoile mobile digne 
d'une attention spéciale. Cette découverte est donc le 
résultat de l'exécution d'un grand travail distribué avec 
une extrême perspicacité de vue. Dans nos climats sep- 
tentrionaux, où les observations méridiennes sont inter- 
rompues pendant longtemps par des nuages, une telle 
distribution ne serait nullement convenable , si Ton vou- 
lait s'y tenir exclusivement. 

Pallas. 28 mars 1802. Olbers [Henri-Guillaume- 
Mathias (*)]. Brème. 

Huitième grandeur. 

Une conséquence des plus importantes pour la science 
de la découverte de Cérès , est d'avoir donné Gauss à l'as- 
tronomie théorique et pratique. C'est à cette occasion 
qu'il résolut le premier le problème de déterminer une 
orbite par un nombre d'observations ne dépassant pas le 
nombre nécessaire. Toutefois, ni l'exactitude, ni la mul- 
tiplicité des observations de Piazzi ne pouvaient, même 
avec les calculs d'un Gauss , indiquer avec précision l'en- 

(*) Médecin et astronome, né à Arbergen près Brème, le 11 octo- 
bre 1758, mort à Brème le 2 mars i8/|0 , âgé de quatre-vingt-deux ans. 
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droit où Cérès devait se trouver en se dégageant du So* 
leil-, et cela sans avoir besoin de la connaissance la plus 
minutieuse de la sphère céleste. Il fallait au moins avoir 
exploré et retenu dans Timagination une étendue de i6 à 
20 degrés. C'est précisément cette grande région céleste 
qui amena le plus grand connaisseur du ciel étoile parmi 
les astronomes modernes, qui amena Olbers, le 28 mars 
1802, à découvrir Pallas presque au même endroit, à 
3o minutes près où, quatre mois auparavant, d'après les 
calculs de Gauss, il avait retrouvé Cérès à sa sortie des 
rayons solaires. Cette découverte est donc le fruit d'une 
connaissance locale exacte d'une grande région céleste- 
L'observation d'une étoile nouvelle dans un endroit très- 
familier à Olbers le conduisit à une observation continue 
de cette étoile, qui, manifestant un mouvement assez 
notable, donna la certitude de son caractère planétaire. 

JuNON. i*"" septembre 1804. Hardùig, Lilienthal. 
Huitième grandeur. 
Cette succession de découvertes de deux planètes, pres- 
que à égales distances du Soleil, fit naître la conjecture 
qu'il pouvait se trouver plusieurs autres planètes dans la 
même région. En tout cas, l'observation de celles qu'on 
venait de trouver exigeait de nouveaux moyens auxiliai- 
res pour pouvoir les observer avec suite et efficacité. Ici, 
les oppositions auxquelles on s'était presque exclusive- 
ment borné, pour les anciennes planètes, ne suffisaient 
plus. Il était nécessaire, au moins pendant les premières 
années, de poursuivre aussi des planètes aussi faibles, 
même hors du méridien, pendant tout le temps qu'elles 
n'étaient pas couvertes par les rayons solaires, enfin d'ob- 
tenir dès les premières années des éléments approchés. 
Mais les cartes célestes d'alors ne suffisaient pas pour trou- 
ver avec facilité des étoiles si faibles. Car, ou ces cartes 
étaient d'une date trop ancienne, comme celles de Flam- 
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stead, et ne contenaient que les étoiles les plus brillantes , 
et en si petit nombre, que dans la grande quantité d'étoiles 
faibles il n'était pas possible de retrouver la planète ; ou 
bien, lorsque ces caries renfermaient beaucoup de détails, 
elles n'étaient pas rapportées avec la critique convena- 
ble; de sorte que par des fautes d'impression, d'écriture 
et de calcul , on trouvait sur la carte des étoiles qui n'é- 
taient pas au ciel,' et vice versa. Le trésor d'observations 
conleTiViàdLnsV Histoire céleste , deLalande (1801), n'avait 
pas été mis à profit, parce que la publication des cartes avait 
précédé celle de cet ouvrage. Afin de pouvoir suivre le 
cours des petites planètes, le professeur Harding entre- 
prit le pénible travail, qu'il a heureusement terminé, de 
dresser des cartes stellaires sans aucune figure de constel- 
lation, et qui renferment toutes les étoiles consignées 
dans des catalogues avérés, dans V Histoire céleste j et 
dans les journaux d'observations faits pour remplir les 
lacunes de V Histoire céleste. 

Ce sont les premières cartes célestes faites sur une base 
sûre. Elles ne contiennent que des étoiles qui ont été ob- 
servées à l^droit indiqué, et, pour empêcher les fautes 
dans l'écriture des nombres, qu'il est impossible d'éviter 
entièrement, Harding se soumit à la très -pénible épreuve 
d'observer chaque point du ciel , et de contrôler ainsi sa 
position relativement aux étoiles fixes de position cer- 
taine. Ces cartes, qui s'étendent sur tout le ciel , servent 
encore de fondements à toutes les recherches , et ont été 
mises à profit par tous les constructeurs de cartes venus 
après Harding. 

Le résultat <le ce dessin du ciel , exécuté pour les pre- 
mières fois diaprés un principe sûr, est la découverte 
de Junon, le i®"* septembre i8o4; étoile de huitième 
grandeur. 

Ann, de Mathémat., t. XII. (Septembre i853.) 23 
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Vesta. Olbers, 29 mars 1807. 
Sixième grandeur. 

Jusqu'ici, les découvertes sont les conséquences du per- 
fectionnement optique des instruments, de la révision 
méthodique du ciel avec un instrument fixe, de la con- 
naissance locale parfaite d'une partie du ciel, et en- 
fin de cette connaissance étendue à tout le firmament; 
maintenant, nous aurons à signaler un nouveau fait, une 
idée dirigeant les recherches , idée directrice qui , sans 
être fondée sur des considérations rigoureusement théori- 
ques, n'est pourtant pas invraisemblable à première vue, 
et doit son origine à des efforts ingénieux pour expliquer 
cette singularité que trois planètes, trois petites planètes 
se meuvent à des distances égales du Soleil , tandis que les 
grandes planètes décrivent des orbites de rayons si diffé- 
rents , que si l'on remplaçait les trois petites planètes par 
une seule et au même endroit, le rayon d'une orbite pla- 
nétaire serait au rayon de la planète voisine dans le rap- 
port de 2 : 3 ou même de i : 2. Ceci revient, au fond, à 
supposer, ou que les trois planètes sont trois éclats d'une 
plus grande planète qui a fait explosion, ou bien que ces 
planètes ont été formées simultanément dans la même 
région par le même procédé qui a présidé à la formation 
des grandes planètes. Cette explication est connue sous le 
nom d'hypothèse d'Olbers. Toutefois , soit avant la dé- 
couverte de Vesta , soit après , Olbers n'a pour ainsi dire 
qu'énoncé cette hypothèse, et même assez rarement, sans 
jamais prétendre la fonder scientifiquement; et, au fait, 
cette hypothèse est contraire à la théorie, du moins si 
l'on admet une explosion. Car, dans ce cas, le lieu de 
l'explosion devrait être le point commun d'intersection 
de toutes les orbites décrites par les fragments, abstraction 
faite des perturbations qui peuvent produire de légères 
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modifications. Il existe, en effet, un point où les orbites 
de Pallas et de Cérès se rapprochent extrêmement. Les 
perturbations séculaires, sans être encore exactement con- 
nues , le sont pourtant assez pour déterminer les change- 
ments dans ce point de croisement des orbites, et le calcul 
apprend que dans le passé les deux orbites n'ont jamais pu 
se rencontrer, mais que cela peut arriver dans l'avenir (*) . 
Cependant c'est toujours un fait remarquable, qui ne 
pouvait être connu que depuis quelques années , savoir, 
que très- vraisemblablement les planètes qui sont entre la 
région des astéroïdes et du Soleil ont à peu près même 
densité que la Terre , et que les planètes derrière les asté- 
roïdes relativement au Soleil ont une densité moindre , 
s' approchant de la densité du Soleil, qui est le quart de la 
densité terrestre. 

Toute idée directrice , même hypothétique , est un ex- 
cellent stimulant,^ pourvu qu'on ne fasse pas violence 
aux faits pour les adapter à l'hypothèse. C'est par des 
analogies défectueuses que Kepler est venu à sa loi des 
aires^ et même la loi dite de Bode a dirigé dans la décou- 
verte de Neptune et a facilité les recherches. C'est ainsi 
qu'Olbers s'est servi de son hypothèse de la bonne manière 
en prolongeantJa ligne d'intersection de l'orbite de Pallas 
et de Cérès vers T endroit où les deux orbites sont les 
plus rapprochées, et détermina par là la région du ciel 
où des astéroïdes de même origine ont dû un jour se 
trouver. A cet effet, il revisait chaque mois la partie 
nord-ouest de la Vierge et la partie ouest de la Baleine. 
Il acquit ainsi , et c'est ce qu'il y avait de plus avanta- 
geux , la connaissance parfaite de toutes les étoiles de ces 
deux constellations. Ce n'est donc pas purement de ha- 
sard qu'il rencontra, le 29 mars 1807, dans l'aile nord- 



(*) Correspondance mensuelle de Zach, t. XXVI , p. 299. 

23. 
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ouest de la Vierge , une étoile brillante, inconnue, de 
sixième grandeur, qu'il prit pour une planète. Le mou- 
vement régulier des soirées suivantes confirma pleine- 
ment cette conjecture , et Vesia , nom donné par Gauss , 
qui en calcula tout de suite l'orbite, fut admise prompte- 
ment au nombre des planètes. 

Olbers a continué à suivre la même marche, mais 
sans succès. On peut en conclure qu'il n'existe peut-être 
plus d'astéroïdes de sixième, septième et huitième gran- 
deur, ou bien qu'il est bien possible que, vu la grande 
étendue d'étoiles à examiner, quelques-unes peuvent avoir 
échappé même à un connaisseur comme Olbers. Quant 
aux étoiles de neuvième grandeur, le nombre en est trop 
considérable pour retenir dans la mémoire Fimage de la 
région et ne pas omettre une telle étoile. 

{La fin prochainement^ 



N0I]\ELIE8 PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES ET MÉCANIQUES DES 
SURFACES DE NIVEAU^ 

d'après m. Jacob AMSLER, 
De Halden , en Suisse. 

(Journal de M. Crelle, tome XLlï, page 3i4î i85i.) 



1. Soit/(x, y^ z) une fonction des coordonnées rec- 
tangulaires x^ y^ z qui satisfont à l'équation aux diffé- 
rences partielles , 

dx' dj^ dz" ' 

alors l'équation 

/(a:, y y z) = constante 

représente un système de surfaces de nis^eau. 
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Soient 

(2) /(a?,jr,«) = aj, 

deux de ces surfaces, et p^^ q^ deux points sur la pre- 
mière surface (i). Par p^ et q^ on fait passer deux tra- 
jectoires du système qui rencontrent la surface (2), 
respectivement en p, et q^. Nommons ^1 et p% points cor- 
respondants; de même q^ et ^j. On a la proposition 
suivante : 

Théorème. La distance de deux points quelconques 
des deux surfaces comme pi et q^ est égale à la distance 
des points correspondants p%^ qi. 

(Sans démonstration.) 

Au moyen de cette propriété géométrique , on peut dé- 
montrer cette proposition de mécanique : 

Théokème. Si les surfaces [i) et (2) sont des masses 
homogènes, l'attraction de la masse de la surface (i) 
sur le point p^ de la surface {2) peut se ramener à l'at- 
traction que le point correspondant p^ éprouvée de la 
part de la masse ( 2 ) . 

Soient Vj le potentiel de l'action sur p,, et V, le po- 
tentiel de l'action sur pi\ on aura 

ou , ce qui revient au même, 

rfV, _ rfV, 

Cette proposition a lieu pour toute loi d'attraction qui ne 
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dépend que de la distance. C'est une généralisation du 
théorème d*Ivory dans la théorie de Tattraction des ellip- 
soïdes et de l'extension donnée à ce théorème par Poisson. 
Les démonstrations sont à trouver. 



THEOREMES SEGHENTAIRES 

(Tolr t. XII, p. Î7S). 



Faisceaux de lignes à paramètre linéaire variable, 

8. Si une courbe plane est donnée par une équation 
en X, y de degré w, courbe désignée, selon la notation de 
M. Steiner, par O", et si les coeflicients de l'équation 
sont des fonctions linéaires d'un paramètre variable -z, 
cette équation peut être mise sous la forme Pz -f- Q = o, 
où P et Q sont des fonctions entières de x, ^ de degré 
m 5 en donnant à t toutes les valeurs comprises entre 
-+- oo et — 00 , on obtient un faisceau de courbes que 
nous désignons, avec M. Steiner, par F'"; il est évident 
que toutes ces courbes passent par les mêmes m* points , 
donnés par les équations 

P = o, Q = o; 

ces points sont les enveloppes du faisceau. Soit mainte- 
nant un second faisceau de degré n ou F'*, donné par une 
équation analogue pz -i- q = 0] p et 9 sont des fonctions 
entières de x^ y de degré n-^ les courbes de ce faisceau 
passent par les mêmes n* points. On nomme courbes 
correspondantes dans les deux faisceaux, les courbes 
qui correspondent à la même valeur de z ; nous nom- 
mons deux faisceaux ainsi construits faisceaux home- 
graphiques : cette épithète, introduite par M. Chasles, 
est alors prise dans un sens général . 
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9. ToÉORÈMÈ. Étant donnés deux faisceaux homo- 
graphiques F'", F", les intersections des courbas corres- 
pondantes sont sur une courbe de degré m -^n et cette 
courbe passe par (m -|- w)* points déterminés • 

Démonstration, Soient 

les équations respectives des faisceaux F'", F" 5 la valeur 
de z étant la même pour deux courbes correspondantes, 
les points d'intersection de ces deux courbes sont une 
ligne donnée par l'équation 

P^ — Q/> = o, 

qui est de degré m -h n\ on satisfait à cette équation par 
les quatre systèmes 

P = o, Q = o; P = o, /> = o; 

Q = o, q = 0\ p = o,'g = o; 

systèmes qui déterminent [m -f- w)* points parmi lesquels 
se trouvent les m^ points fixes du faisceau F'" et les n* 
points fixes de F". 

10. Théobème. Toute courbe plane de degré m H- n 
peut être engendrée par ^intersection de deux faiS" 
ceaùx homo graphiques F'", F". 

Démonstration. Soit M=o l'équation donnée d'une 
courbe plane de degré w 4- « -, cette équation renferme 

^ '-^ = r coefficients (le coefficient du pre- 
mier terme étant l'unité). Prenons deux fonctions com- 
plètes P, Q de degré m , ces fonctions renferment ensem- 
ble [m-\-i) (w -+- 2) indéterminées ^ prenons aussi deux 
fonctions complètes^, q de degré n 5 ensemble, elles con- 
tiennent (/i H- i) (^ H- 2) indéterminées. L'équation 

P7 — Q/? =: o 
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contient donc m* -h w* 4- 3/n -f- 3n -h 3 = 5 indétermi- 
nées 5 en identifiant celte dernière équation avec l'équa- 
tion M = o, on obtient r équations entre s indétermi- 
nées; or 

2 

ainsi, parmi les s indéterminées on peut en prendre t ar- 
bitrairement, 

\\, Faisons 

m = n= i; 

ainsi on peut construire une conique par les intersections 
de deux faisceaux linéaires homographiques 5 c'est ce 
qu'on connaît depuis longtemps par les travaux de 
MM. Chasles et Steiner (*). 

m = I, n = 2] une ligne du troisième degré est donc 
le résultat de rintersection de deux faisceaux F*, F*, 
(Chasles, Comptes rendus^ 1853; 3o mai, page 949») 

/n = I , n= 3 ou bien w = 2 , 7z = 2 5 on peut donc 
construire une courbe du quatrième degré par les inter- 
sections de F*, F* ou bien par les intersections de F* 5 F% 
et ainsi de suite. 

12. Définition, Si d'un point A pris dans le plan d'une 
courbe C" on mène les m [m — i) tangentes, les points de 
contact sont sur une ligne C"*""*, qu'on nomme première 
polaire du point A relativement à la ligne O"; si l'on 
prend la première polaire du même point A relativement 
à C'"~% on a une courbe C"""' qu'on nomme la seconde 
polaire du point A par rapport à la courbe première C", 
et ainsi de suite; de sorte que C'""'' est la polaire yt?""* 
de A par rapport à C'". (Bobillier, annales de Ger- 
gonncy tome XVIII, page 89; 1827.) 

(*) Le premier travail de M. Chasles date de 1829 {Correspondance ma- 
thématique de Quételet, tome V, page 298 ) ; l'ouvrage de M, Steiner est de 
^%'^'î. {Nouvelles Annales, tome IX, page \l\^S) 
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13. Théorème. Étant donné le point A dans le plan 
du faisceau F'", les polaires d'ordre p relativement aux 
courbes du faisceau F"" forment un faisceau F'"'"'' homo- 
graphique au faisceau F"*. 

Démonstration. Le faisceau F'" est représenté par l'é- 
quation 

Pz4-Q = o (§8), 

et le faisceau F'""'' par l'équation 

pz-j-q=:o; 

donc, etc. 

14. Théorème. Soient n courbes du faisceau F'"; ces 
courbes ont m* points en commun (§ 8) ^ si à chaque 
point commun on mène des tangentes aux courbes qui 
y passent y on aura un faisceau de n droites , et par con- 
séquent m* faisceaux de droites qui sont homogra- 
phiques. 

Démonstration, L'équation de ces courbes a la forme 
PzH-Q = o; 
l'équation d'une tangente est 

(T:; H- U) (r - jr.) = (R3 + S) (a; ~ œ,), 

OÙ x^^ji sont les coordonnées du point de contact. et 
R, S, T, U des fonctions entières en x^^ y^ de degré 
m — I ; les valeurs de ces fonctions sont les mêmes pour 
toutes les tangentes à un point commun aux n courbes 5 
donc l'équation de la tangente renferme le paramètre 
linéaire z \ donc, etc. 

15. Corollaire. Si l'on prend les n polaires d'ordre p, 
de n courbes C"* du faisceau F"* par rapport à un point A 
pris dans le plan du faisceau F*", on aura n courbes C"*~'' 
passant par les mêmes [m — pY points 5 par chacun de 
ces points passe un faisceau de n tangentes qui est homo- 
graphique au faisceau des n tangentes qui passe par un 
des m* points communs des n courbes C"* du faisceau F"*. 
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Faisceaux de surfaces à un paramètre variable linéaire, 

16. Si une surface S'" est donnée par une équation 
de degré m en x , )^, z , et si les coefficients de l'équation 
sont des fonctions linéaires d'un paramètre //, cette 
équation peut prendre la forme 

Pw4-Q = o, 

où P et Q sont des fonctions en x , j^, ^ de degré m. En 
donnant à u toutes les valeurs comprises entre + oo et 
— 00 , on a un faisceau de surfaces que nous désignons 
par (f 5 toutes ces surfaces ont en commun la courbe de 
degré m donnée par les équations 

P = o, Q=:o, 

courbe qui est Venveloppe du faisceau. Soit un second 
faisceau 9", représenté par l'équation 

/?w -H ^ = o, 

où p et g sont des fonctions de x^j^ z de degré n-^ les 
surfaces qui, dans les deux faisceaux, sont données par 
la même valeur de m, sont dites correspondantes, et les 
faisceaux sont dits homo graphiques, 

17. Théorème. Étant donnés deux faisceaux 9*", ©", 
les intersections des surfaces homo graphiques sont sur 
une surface de degré m-^ n. 

Démonstration, Comme au théorème 9. 

1 8. Théorème. Une surface de degré m-hn peut être, 
généralement parlant, engendrée par les intersections 
de deux faisceaux homo graphiques (p"*, (p". 

Démonstration. L'équation donnée de la surface de 
degré m-hn renferme 

(w4-/i+ i) (wH- «-f-2)(/w -f-/i-f- 3) ,„ . ^ 

^ L^ — Li i — i z=z r coemcients; 

1.2.3 
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1 equatioa 

Vq — Q/? z:r o (voir ci-dessus) 
renferme 

(/i^H-i)(//i + 2)(/;i4-3)4-(/i-H)(//H-2)(7»-h3) ^ ^ i^déterm . 

Or j> r, on a donc plus d'indéterminées que d'équations. 
Observation. Il peut arriver que sur la surface don- 
née on ne puisse tracer une ligne d'ordre m, ou d'ordrCv/z ] 
alors la question est impossible. Par exemple, soit 

m =z n = i ; 

on voit qu'on peut construire une surface réglée du se- 
cond degré par les intersections de deux faisceaux homo- 
graphiques plans ; mais il est évident que les surfaces du 
second degré non réglées ne sont pas susceptibles de 
cette génération. 

19. Définition : Polaires. Si d'un point A, pris dans 
l'espace, on mène un cône tangent à une surface S'", la 
ligne de contact est sur une surface S"*"* que Ton nomme 
première polaire du point A -, la première polaire de A , 
par rapport à la surface S'"~*, est sur une surface S*""' 
que l'on nomme seconde polaire rfe A , et ainsi de suite. 

Observation. Soit 

/(x,/,2, a) = o 

l'équation rendue homogène d'une surface S'", a^b^ c^ d 
étant les coordonnées d'un point dans l'espace , si l'on dé- 
veloppe, d'après le théorème de Taylor, 

le terme p -h i'*"*' de ce développement est 



\ dx dy dz du j 



I .2.3. . 
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OÙ il faut changer les exposants en indices différentiels*, 
égalant cette expression à zéro , on a Téquation de la po^ 
laire d'ordre p^ du point a, i, c, d relativement à la 
surface S"*. 

20. Théorème. Étant donné un point A dans V es- 
pace, les surfaces polaires d'ordre p, pris par rapport 
aux surfaces du faisceau ç"*, forment un faisceau y"*""'' 
homogj'aphique au faisceau 9'". 

Faisceau de surfaces; deux paramètres variables 
linéaires. 

21 . L'équation d'une surface de degré m à deux pafti- 
mètrcs variables u , \^ prend la forme 

PaH-Qt'4-R = o, 
P, Q, R étant des fonctions de degré m \ donnant k u^ v 
toutes les valeurs possibles , on obtient un faisceau ç7 ^^ 
chaque surface passe par les m' points donnés par les 
équations 

P = o, Q = o, R = o. 

Deux surfaces prises dans deux faisceaux différents sont 
homo graphiques lorsqu'elles correspondent aux mêmes 
valeurs de u et de 9. 

22. Théorème. Étant donnés trois faisceaux y^, (pj, 
çp 5 trois surfaces correspondantes se coupent en mnp 
points^ situés sur une surface de degré m-h n -hp- 

Dém onst ration . 

P«-f-Qt'-l-R=o, équation d'une surface S*", 

P, w 4- Qi t' + Ri := o, équation d'une surface S" correspond'*., 

PîW-f- Q^*'H-R2=o, équation d'une surface S/* correspond'*. 

Eliminant u et i^, on a une équation de degré 
m + « 4-p. 
Application, 

m = n=:p =z\, /w -î- /î -î- /? = 3 ; 
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ainsi une surface du troisième degré peut se construire 
par les intersections de trois faisceaux de plans homo- 
graphiques. 

Toutes les surfaces du faisceau (f\ passent par les mêmes 
huit points, et les intersections de trois de ces faisceaux 
homographiques sont sur une surface du sixième degré. 

Observation. Une surface du second degré et un plan 
forment un système du troisième degré. 

23. Théorème. Etant données n surfaces du fais- 
ceau F"*; par chacun des m* points communs, on peut 
mener n plans tangents, un à chaque surface ,• ces n 
plans se coupant suii^ant la même droite, forment un 
faisceau; les m^ faisceaux sont homographiques. 



THÉORÈMES SUR LES COURBES GAUCHES {*)\ 

Par m. F. FKENET, 

Professeur au lycée de Lyon. 



Dans le dernier numéro des Nouvelles jlnnales 
(page 192), M. O. Bonnet a énoncé diverses proposi- 
tions relatives aux courbes gauches, et indiqué la mé- 
thode par laquelle il les établit. Ces résultats peuvent 
s'obtenir un peu plus longuement peut-être, mais d'une 
manière très-simple aussi , au moyen de formules tirées 
d'un travail que j'ai remis à M. Lîouville en 1847, et qu'il 
a eu la bonté d'insérer dans le tome XVII du Journal 
de Mathématiques. Ces formules, qui me paraissent 
propres à simplifier Tétude des courbes gauches, ne sup- 
posent pas un choix particulier d'axes, et introduisent 

(*) Voir t. IV, p. 612; t. VI, p. 227; t. VIII, p. 239, 38i; t. XI, 
p; 192. 
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dans les calculs une symétrie et des réductions qui les 
abregent souvent beaucoup. Je me propose d'en faire l'ap- 
plication aux théorèmes de M. O. Bonnet. 

1. Soient a, i, c les cosinus déterminants de la tan- 
gente au point M (a:, j", z) d'une courbe gauche^ i, (ut, v, 
a^ S, y des quantités analogues pour la normale princi- 
pale et l'axe du plan osculateur ; o) l'angle de contingence^ 
u celui de torsion. On connaît les relations qui lient 
a,i, c,X,fz,v, a,|3,7, auxquelles il faut joindre les 
suivantes : 
. . da db de 

À ft V 

, . doL d^ d'i 

Cesrelalions fournissent encore celles-ci : 

\aLda •+■ ^db -{-ydc = 0y cnd^a -h ^d'^b -+- '^d^c = mu. 



^ ^\ad(i -h bd^-h cdy z=io^ ad^ <x -h bd^^ -^ cd^y = ùi u. 
Les coordonnées du point M' voisin de M seront 

xH-Aar, j4-Aj, z + As, 

et en désignant par e l'arc MM', on aura 

da s^ d^a s' 

ûijc = at -+--- h-TT ^ 4- 

ds 7, ds^ o 

Comme l'arc MM' est infiniment petit, on pourra poser 
plus brièvement 

tkX I , 1 , 

6 2 6 

on a de même 

Afl = rfflfH — ^'é2+..., 

2 

A a = r/a H — r/^ a -h . . . , 
2 
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et plusieurs autres équations semblables qu'il est inutile 
d'écrire. 

De là et des formules (i). (2) et (3), on conclut 

\ / \ 2 V ''a * 

2. Direction et grandeur de la plus courte dislance 
des tangentes en M et en M'. En général, on peut 
obtenir, pour ainsi dire sans calcul , la direction et la 
grandeur de la plus courte distance à de deux droites D 
et Di. Soient, en effet, a, b^ c^ p^ q^ ries cosinus déter- 
minants et les coordonnées d'un point de D 5 ûj , i^ , c, , 
pi9 Çi') ^i^ les quantités analogues pour Dj -, v Fangle de 
ces droites : les cosinus qui définissent la direction de â 
sont, d'après des formules connues, 

bci — cbi cOi — flc, abi — ^«, 

: 5 ; 5 ; • 

sm u sm u sin u 

Désignons par h la distance du point (/?, ^, 7) au point 
(pi'i (/i y 7 1 ) ; —7-^^ 5 ^—7 — ? — -, — représentent les cosi- 
nus déterminants de la direction de h 5 d'ailleurs, si çp est 
l'angle des directions de h et de cî, on a 

§ = h cos (p , 
et comme 

cos (p = '-— : + . . . , 

^ h sin u 

il en résulte 

sin M 
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Ce calcul est trop simple sans doute pour n'être pas connu, 
mais je le donne ici parce qu'il ne me parait pas répandu 
dans l'enseignement (*). 

Si les droites sont les tangentes en Met M', on a 

en tenant compte des relations (4)^ la grande parenthèse 
devient 

(« 4--é/a + ^rf'fl -f- . . j (^Ac— -cA^) 4-..., 



ou 



i Ida-h^d^a -+-...) (6Ac— ca6)H-... ; 



2 

d'ailleurs 

(^Ac— -cA^) =i{bdc — €db) -h -(àd'c — cd' b}y 

eu se bornant aux termes du second ordre. Mais 
bdc — cdb z=z oLtà ^ 

à cause dés formules (i); l'expression qui nous occupe 
devient donc 

- ( ^a + 4 ^'a 4- . . . ) a« + - cf(aw) + 

En développant la diflérentielle indiquée et négligeant les 
termes d'un ordre supérieur au troisième, il vient [for- 
mules (i), [i) et (5) J 

-j (ù (d a. da -{- . . A -f-Trw (ad^a -f-. . .) = w'a. 

4 ' 6 ^ ' 12 

La valeur absolue de d est donc — o) uds. 



(*) Si les droites D et D^ sont parallèles, que devient â? 
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3. Angle de la petyondiculaire commune aux deux 
tangentes a^ec le plan osculateur. Les cosinus détermi- 
nants de la perpendiculaire commune sont (n^ 2) 

b\c — càb c^n — a^c n\b — b \a 



-9 



et le sinus de Tangle cherché ou l'angle lui-même est le 
cosinus de T angle de cette direction avec celle de la nor- 
male principale ; l'angle cherché est donc 

X(iAc — càb) A«{fAC — vb) 

^[formule (S)]. 



ctàa 4-. . . I 

&) 2 



4. Angle de la tangente en M! et du plan osculateur 
en M. Le sinus de cet angle ou l'angle lui-même a pour 
expression 

5. Angle de la corde MM' a^ec le plan osculateur 
en M. (7 étant la longueur de cette corde, la valeur de 
Tangle cherché est 

Ax « A r A» t -. , /i-x-, 
a h6-^H-7 — = -tww [formule (5) ]. 

0" 0" (7 O 

On déduit de là que la distance de M' au plan oscillateur 
est ^ u(f>ds^ résultat qui se tire d'ailleurs immédiatement 

de la formule qui donne la distance d'un point à un plan. 

6. Angle du plan osculateur avec le plan P mené 
par la tangente et le point M'. L'axe du plan P est 
perpendiculaire à la tangente (d, ft, c) et à la corde 

MM' ( — ? — î — I : d'ailleurs, l'angle de cette corde 

Ann, de Maihémat,, t. XII. (Octobre i853.) ^A 
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avec la tangente est, comme on sait, égal à -^ donc le» 
cosinus déterminants de l'axe du plan P sont 
bAz — cAy 



— tAfJ 
2 



et comme cet axe est dans le plan normal , Fangle cher- 
ché est 

ou 

-[-(f*^-v^)+...J-;;(^ 1 ) = 3- 

7. Angle de la tangente ai^ec l* intersection I ries 
deux plans oscillateurs en M et en M'. Cette intersec- 
tion est perpendiculaire aux axes des plans qui la con- 
tiennent, et comme u est l'angle de ces axes, les cosinus 
déterminants de la direction I sont 

6Ay — 7A6 
u 

L'angîe cherché est le cosinus de l'angle que fait I avec la 
normale principale, et a pour valeur 

>(6A7 — 7A6) Aa(fX7— v6) 

u u 

aAa-f- ... I 

~" u 2 ' 



8. Distance du point M au point de rencontre de la 
tangente ai^ec la droite I. Les équations de la droite I 
sont 

(X — ar)a-4-...= o, (X — X — Ax)(a-f- Aa) +. . .= o, 
OU bien 

(X — a:)a + . . . = 0, (X — ^) Aa -f- . . . =: a Aj: 4- 
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Soient X, Y, Z les coordonnées du point de rencontre 
de I avec la tangente, et / la distance cherchée; on a 

X->.r __ Y— y __ Z~ 2 _ 

a ~^ b - c ~ ' 

€t, par suite, 

l{aloL 4- 6a€ 4- cAy) = aAj? 4- . . . î 

d'où 

9. Distance du point M à la droite I. Cette distaûce 
s'obtient en multipliant la quantité / que nous venons de 
trouver par l'angle calculé au n° 7. On trouve ainsi 

^(àds pour la valeur absolue de la distance cherchée. 

10. On voit sans peine qu'on peut se poser uoe foule de 
questions de la nature de celles qui sont résolues ici, et 
qui se traiteraient par des procédés tout à fait semblables. 
On arriverait , par exemple , entre autres résultats , à celte 
proposition souvent utile : La différence entre l'arc et la 
corde est un infiniment petit du troisième ordre, et sa 

valeur est —jtù^ds, 

H . Je termine par la démonstration des formules (2). 
Je les ai obtenues d'abord par la Géométrie, mais on peut 
y arriver en adoptant une marche purement analytique^ 
comme il suit. On a 

tû= r/a'4- rfê'-f- dfz=z{^dy — yd^y 

Or, de oc = yic — vi on lire 

doL-=z d^.c — dv.b; 
car udc — vdh ^= o à cause des formules (i). 

24. 
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On aurait de même 

d^ z=z dv,a — </)i.r, r/y =r . . .; 
par suite, 
(Gk\ I ^^^^ — ^^^ ^^ ^aé/v — (x.cd\ — êc^fx -h ^bdv 

Les binômes êrfy — y^^ê, y^a — oidy s'obtiendraienl 
d'une manière analogue. On a donc , 

w'=: (a^^ 4- ^d^ 4- V^v)', 
et 

(5) «=±(a<f)c4-6rfp4-7rf'v). 

En adoptant le signe -h, celle formule revient à celle 
qu'on donne ordinairemenl; mais alors u est susceptible 
de signe , et , en mettant sa valeur sous la forme 

a (> -+- €/>) -h ^ (f* 4- fif pi) 4- tf (v -h fi^v) , 

on reconnaît qu'elle est positive lorsque la normale prin- 
cipale au point M' fait un angle aigu avec la partie po^ 
sitii^e de l'axe du plan osculateur; elle serait négalive si 
cet angle était obtus. 

Observons maintenant que nous pouvons écrire, en 
vertu des équations (6) et (7) , 

If — gif — — 
u u ' 



doi dy 



br 



dy dt 

u * u 

et, en rapprochant ces relations des suivantes, 

CL\K — 6v = f, 7X — av = ^,> 6v — 7^1= «, 
on en déduit les égalités (2). 
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CONCOURS D'AGRÉGATION AUX LYCÉES, 

Par m. dieu, 

Agrégé , docteur es sciences. 
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CoMPOSiTlOU d'analyse. 

Déterminer la courbe qui coupe sous un angle con-^ 
s tant les génératrices d'un cône de révolution, et qui 
passe par deux points Ao , Aj donnés sur ce cône. Lon- 
gueur d^un arc\ Aire de la portion de surface conique 
comprise entre un arc et les droites menées de ses ex-^ 
trémités au sommet du cône. Transformée plane. Plan 
osculateur. Rayon et centre de courbure. Lieu des 
centres de courbure. 

Nous désignerons la courbe dont il s'agit par le nom 
d'hélice conique (voirlsL note I, page 388)- 




i . Si un point m décrivait l'hélice en s'éloîgnant du 
sommet O du cône , à partir d'un point A de cette courbe^ 
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un point in qui décrirait simullancmcnt la projection de 
l'hélice sur le plan perpendiculaire à Taxe du cône et pas- 
sant par le sommet, en coïncidant toujours avec la pro- 
jection de m sur ce plan , tournerait autour du sommet O 
dans un sens déterminé, facile à reconnaître d'après la 
position des points donnés Ao, A, , et qui va nous servir 
à fixer le sens de nos notations. 

Les axes rectangulaires, que nous emploierons con- 
curremment avec des coordonnées polaires, seront : Ox^ 
la direction de Om' quand m part du point A ; Oy, la 
direction que prend la ligne 0/»', de longueur variable, 
après avoît* tourné de 90 degrés autour du point O ; et 
0«, l'axe du cône (on ne considère qu'une des nappes 
de cette surface). 

De plus, soient : 

ç l'angle, positif des Oa: vers Oj et négatif dans le sens 

opposé, qui aura été décrit par Om' sur xy lors- 
que m sera parvenu sur l'héHce au point quelcon- 
que M; 

r la distance O m, et r' sa projection OM' sur jcy-^ 

ç -h rf(j), r-f- dr et r'-h di^ ce que deviennent 9, /et r 
quand m a décrit encore un arc infiniment petit 
MN de l'hélice, en continuant de se mouvoir dans 
le même sens que de A en M 5 

ds Tare MN considéré comme étant de même signe que 
9 et rfy; 

(3 Tangle constant, que l'on peut supposer inférieur à 
90 degrés, sous lequel l'hélice coupe les généra- 
trices du cône ; 

a le demi- angle au sommet du cône. 

La génératrice ON, en coupant le parallèle du cône qui 
passe par le point M, forme avec ce parallèle et avec Thé- 
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lice un triangle conique MIN, dont les côtés sont égaux 
à ±: di'j dzf^dfei± ds^ les signes supérieurs répondant 
à f >'0, et les signes inférieurs à 9 <[ o^ aux infiniment 
petits du second ordre près, ce triangle conique doit être 
considéré comme un triangle rectiligne , rectangle en I , 
et ayant en N un angle égal à (3 •, donc on a 
(i) £/r= r'r/v.cot p et drz=z ds.cos^. 

Le triangle OM'M fournit d'ailleurs 

r' z= r sin a ; 
et, par conséquent, ia première d^s équations précédentes 
devient 

(2) <f/'= rr/y.sin a cotp, 

dont l'intégrale est 

(3) ^=C.l.^"°*"^'^ 

€ désignant la base des logarithmes népériens, et C une 
ligne qu^il faut déterminer ainsi que l'angle j3 , de manière 
que l'hélice passe par les points donnés Ao, A^ . . 

L'équation (3) suffit pour représenter l'hélice en coor- 
données polaires, parce que le rayon vecteur r fait con- 
stamment avec Oz Tangle a, ce qui rend inutile Tînlro- 
duction d'une troisième coordonnée. 

Pour déterminer C et (3, on a 

n=Ce''-"""*="'^ et r, = Cc'''"'"'""^ 

en désignant par (fo ? /o et (fx , t\ , les valeurs de y et rqui 
répondent aux points A©, Aj ; et l'on déduit de ces équa- 
tions 

tangp = li— ?i.sina, C == r/'"" ''^ r. ^^- ^». 

La première de ces formules ne fournit pour |3 une valeur 
inférieure à -? lorsque A ]> /'o (ce qu'on peut toujours 



( 376 ) 
îidmeltre, puisque Ai désigne celui des points donnés que 
l'on veut), que si 91 ^ 90? or, cela dépend du sens dans 
lequel (f est positif , et la condition 91 ]> Ço > pour Tj ]> r©, 
détermine précisément ce sens de la manière convenue 
plus haut. 

Nous conserverons les lettres /3 et C dans le reste du 
calcul, en supposant qu'elles représentent les valeurs 
déterminées par les formules qui précèdent. 

L'équation polaire de la projection de l'hélice sur a^ 

(pôle O, axe Ox) s'obtient en substituant - — à r dans 

^*^ ' sm a 

l'équation (3), ce qui donne 

//\ r r> • osinacot/3 ' 

(4) r==Csma.6?^ ^; 

on voit donc que : 

La projection de Vhélice conique sur tout plan perpen- 
âiculairc à Vaxe du cône est une spirale logarithmique, 

2. On peut arriver directement à la conclusion qui pré- 
cède, former premièrement l'équation (4)? <ît en déduire 
Féquatiou (3). Pour cela, soient : 

P un point quelconque de l'hélice , différent de M ; 

P' la projection de P sur ocy 5 

MD et PE les tangentes à l'hélice en M et P 5 

M'D' et P'E' les projections de ces tangentes sur xj. 

Si l'on fait tourner le plan OPE autour de O2 , lorsque 
OP sera dans la direction de OM, ce plan coïncidera avec 
le plan OMD, puisqu'ils touchent tous deux le cône, l'un 
suivant OP, l'autre suivant OM; et, pourvu que le sens 
de la rotation soit convenable, PE sera alors parallèle à 
OM, car les angles OPE, OMD, devenus correspondants, 
sont égaux. Cela posé, concevons que les projections de 
OP et de PE suivent le mouvement de ces droites; OP' 
sera dans la direction de OM' en même temps (jue OP 
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dans celle de OM, et P'E' sera alors parallèle à M'D', 
puisque PE est parallèle à MD, ainsi qu'il vient d'èlre 
dît 5 l'angle OP'E' est donc égal à OM'D^ car le premier 
est devenu correspondant au second par l'effet seul de la 
rotation. Or ce raisonnement prouve bien que la projec- 
tion de l'hélice conique sur xy est une spirale logarithmi- 
que, puisque la propriété essentielle de ce genre de spi- 
rales est de couper tous les rayons vecteurs sous un angle 
constant. 

Afin d'avoir la cotangente de l'angle OM'D', qu'il faut 
connaître pour écrire Téquation de la spirale, il suffit de 
remarquer que MD et M'D' se rencontrent en un point K 

de la trace du plan OMD sur xy^^ et que les triangles 
MOK, M'OK sont rectangles en O ; en effet, il résulte de 
là que 

cotOM'D':colOMP, ou coip::/':r, ou ::sina:i» 

d'où 

col OM'D' = sin a cot p. 

D'après cela, la spirale peut être représentée par l'équa- 
tion (4). 

Lprsque Ton considère avec un peu de soin la rotation 
qui vient d'être indiquée, on voit que l'angle P'PE est 
égal à M'MD, car les côtés de ces angles deviennent 
parallèles chacun à chacun ; ainsi : 

Uhélice conique coupe sous un angle constant les 
génératrices du cylindre parallèle à Vaxe du cône qui la 

projette sur xy. 

Le cosinus de l'angle constant, qui est M'MD pour le 
point M, s'obtient facilement^ en effet, les triangles rec- 
tangles KM' M, OM' M et KOM donnent 

MM' 
eos M' MD'^ —r » M W = r ces a et MK = 



MK ' cosp' 
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d'où 

cos M' MD = cos a cos p. 

Celte propriété de l'hélice conique est très-remarquable 5 
ou verra plus loiu comment on en déduit la direction du 
rayon de courbure et le plan osculateur. 

3. Longueur d'un arc. b et b^ étant les rayons vecteurs 
des extrémités d'un arc BBi de l'hélice , la seconde des 
équations (i) donne, en intégrant de r=& jusqu'à 
/• = &i , 

(5) arcBB, = -î-^, 

^ ' cos p 

si l'on suppose b^^b^ donc la longueur d'un arc quel- 
conque de rhélice conique est représentée par Ffiypoté- 
nuse d*un triangle rectangle, dont un des côtés de F angle 
droit est la différence des rayons vecteurs des extrémités 
de cet arc y et dans lequel V angle aigu adjacent à ce 
côté est égal à /3. 

On pourrait aussi déduire la longueur de l'arc BBi de 
celle de l'arc B' B^ de spirale logarithmique, qui est la 

projection de BB^ sur xj\ car, en désignant par ds' Téié- 
ment M'N' considéré comme de même signe que d(f^ on 
a évidemment 

ds' 



ds=z 



sinM'MD 



à un infinimeiit petit d'un ordre supérieur près , et puis- 
que M'MD est un angle constant, 

arc B' B' 



are BB, = 



sinM'MD 



4. ^ire du fuseau conique défini dans dénoncé. La 
surface du triangle conique MIN est infiniment petite 
par rapport à celle du fuseau MON, car MIN est moindre 
que le quadrilatère MINF dont Taire est exprimée j)ar 
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(r-^^-^\drd(f,sina^ tandis que MON surpasse MOI 

dont l'aire est exprimée par - r* d(f . sîn a. Si Ton désigne 

par du le fuseau MON considéré comme de même signe 
que (p ) on a donc 

(6) du = ~- r^dff .sin a 

à un infiniment petit d'un ordre supérieur près, cl, en 
remplaçant d(f par sa valeur tirée de l'équation (2), il 
vient 

du =: - rdr , tant; 6. 

Or cette équation donne, en intégrant de r=zb jusqu'à 
r=bi^ et dans l'hypothèse que b^^b^ 

ù^ — h^ 
fus. BOB, = -^ — . lang p. 

On pourrait encore déduire la valeur du fuseau BOBj de 
celle du secteur B'OB| de la spirale logarithmique, car 

on voit facilement que fus. BOBi = '-. ^• 

^ sm a 

5, Transformée plane. Le cône étant posé sur un plan 
fixe, de manière qu'il touche ce plan suivant une gêné-: 
ratrice , si on le fait rouler sans glisser, le lieu des points 
du plan sur lesquels viennent successivement se mettre 
ceux de l'hétice conique est la transformée plane de cette 
courbe. 

On voit sans peine qu une tangente MD à l'hélice, en- 
traînée dans le mouvement du cône, se confondra avec la 
tangente à la transformée au point fx correspondant à M , 
en même temps que OM se placera sur O/jl, et sans que 
Tanglc OMD change do grandeur (le sommet O du cône 
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ne se déplace pas sur le plan , parce qu'il n'y a pas de 
glissement) -, donc : 

La transformée plane de Vhélice conique est une spi- 
rale logarithmique qui coupe ses rayons vecteurs sous 
V angle j3. 

D'après cela , si 0' est la position du sommet du cône 
sur le plan y et O' A'' la droite sur laquelle se place la gé- 
nératrice OA (1), en prenant O' pour pôle, O' A' pour 
axe polaire, et désignant par ^ Tangle A'O'fx considéré 
comme de même signe que <p, ce qui revient à poser 
f sin a = ^, Téquation de la transformée est 

dz 
6. Plan osculateur. Lorsque l'équation y = const, 

est vérifiée pour tous les points d'une courbe, c'est-à-dire 
quand cette courbe coupe sous un angle constant les gé- 
nératrices du cylindre qui la projette sur xy\ la formule 

dz 
connue cosv = p. D,T- du cosinus de l'angle v que le 

rayon vecteur p correspondant au point quelconque 
(jc, y-j z) delà courbe fait avec Taxe des z, donne 

cosv = o, d ou V = — 

2 

Donc, 1** le rayon de courbure est parallèle à xy^ et di-- 
rigé suii^ant la trace du plan normal dans lequel il est 

compris, sur le plan parallèle à xy conduit par le point 
[x^y^ z)y de sorte quil est pjerpendiculaire au plan qui 
touche en ce point le cylindre projetant^ 2^ comme le 
plan osculateur est, en général , déterminé parla tangente 
et par la direction du rayon de courbure, le plan oscula- 
teur en (x^y^ z) à une courbe qui remplit la condition 

exprimée par l'équation -j = const. , est le plan con- 
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duit suix^ant la tangente à cette courbe perpendiculaire^ 
ment au plan qui touche en [x^ y^ z) le cylindre proje^ 
tant. Enfin , on voit encore sans difficulté que la trace du 

plan osculateur sur xy est perpendiculaire à la projection 
de la tangente, et l'on conclut de là que l'inclinaison du 
premier plan sur le second est égale à Tinclinaison de la 
tangente sur celui -ci. 

Or, en vertu de la remarque qui termine l'art, 2, tout 
ce que nous venons de dire s'applique à l'hélice conique, 
et fournit en descriptive une construction très-simple du 

plan osculateur, dont Tinclinaison constante sur ay^ re- 
présentée par M' KM pour le point M, est d'ailleurs 
donnée par la formule sin M' KM = cos a cos j3 , d'après 
la valeur qui a été obtenue pour cosM'MD (2). On 
pourrait même arriver, par ces seules considérations, à 
Téquation du plan osculateur ; mais , à cause d'une am- 
biguïté de signes assez difficile à écarter, il est préférable 
de suivre pour cela les principes généraux. 

Les coordonnées rectangulaires du point M sont ex- 
primées par r sin a cos y , r sin a sin (f et r cos a , de sorte 
que l'équation du plan osculateur est de la forme 

A ( jr — r sin a cos (j>) -f- B ( j — r sin a sin (j>) + « — r cos a = o , 

x^y^ z désignant les coordonnées de ce plan, et A, B des 
fonctions inconnues de (p et r. Pour déterminer A et B, on 
doit difiiérentier deux fois cette équation par rapport à (p 
et r, en regardant x^y^ z comme des constantes , ce qui 
donne d'abord 

A (sin ff — sin a cet p cos <j>) — B (cos y -f- sin a cet p sin <j>) 
— cosacot p = o, 

après qu'on a remplacé — par sa valeur tirée de Téqua- 
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tion (2) et supprimé le facteur rsina, puis 
A (cos y -f- sin a col ^ sin y) -h B (sin «p — sin a çot p cos <f) = 0, 

En tirant de ces deux équations les valeurs de A et B, 
et en substituant ces valeurs dans la précédente, on oIh 
tient 

i(sin ^ — sin a cet p . cos y) .r — (cos «y -H sin a cot p . sin (p) j 
I — cos' a cos" 8 
^ c , zz=r tang B. 
cos a sm p cos p 

Si Ton remarque que le coefficient angulaire ( — | de 

la projection de la tangente en M sur xj est 

.^,-/^#N cos © -i- sin a cot S . sin ç 

tang (p 4- OM' D' = — ^— 1 -, -^ ^ , 

°^^ ' sin y — sin acot p.cosç 

on vérifie sans peine, d'après l'équation (O), et par rap- 
port à rhélice conique ^ ce qui a été établi au début de 
cet article relativement au plan osculateur de toute courbe 
qui coupe sous un angle constant les génératrices du cy* 

lindre projetant sur xj'^ on trouve aussi que le sinus de 

l'inclinaison du plan osculateur de Thélice sur xjr e^t ex- 
primé par cos a . cos (3 5 enfin , on peut remarquer que 
le ^ à l'origine est proportionnel au rayon vecteur r. 

7. Rayon de courbure. Nous avons fixé d'une manière 
générale, au commencement de l'article qui précède, la 
direction du rayon de courbure des courbes qui satisfont 

à l'équation — = const., et, par conséquent, celle du 

rayon de courbure de l'hélice conique-, nous remarque- 
rons seulement encore que la projection de ce rayon sur 

xy tombe dans la direction de celui de la spirale logarith- 
mique suivant laquelle Thélice se projette sur ce plan. 
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Pour avoir la direction du rayon de courbure de rhélice 

en un point M de cette courbe, dont la projection sur xy 
est M', on mènera donc la normale en M' à la spirale lo- 
garithmique (*). 

Afin de déterminer la grandeur du rayon de cour- 
bure, nous démontrerons d'abord le théorème suivant : 

Les rayons de courbure de toute courbe qui satisfait 

à Véquation — = const. sont proportionnels à ceux de 

sa projection sur xy. 

En suivant toujours les notations qui ont été adoptées , 
une formule connue donne 



-mhmT' 



car -^ = o d'après l'hypothèse ; et l'on a d'ailleurs 



'■=m'<M'- 



et 

ds' :=i kdSy 

si Ton désigne par p', ds' et k le rayon de courbure de 
la projection au point (x, y) , l'élément correspondant 
ds' de cette courbe , et la valeur constante du cosinus de 

l'inclinaison sur x^ de la tangente en [x^ y^ z) h la 
courbe à double courbure. Or, en remplaçant ds' par 
kds dans l'expression de p', et en comparant le résultat 
avec l'expression de p, on a 

L — 1. 

C. Q. F, P. 

(*) En descriptive, on obtient la direction de M'D' pnr la ronstnirtion 
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[Nous avons cru devoir établir celte proposition avec 
toute l'étendue qu'elle comporte, comme nous l'avons 
fait pour celles qui précèdent et qui sont relatives au plan 
osculateur ainsi qu'au rayon de courbure.] 

D'après cela, p représentant maintenant le rayon de 
courbure de l'hélice conique, onbbtient de suite 

. , rsina 

(p) P = - 



sin p . V^ — ces' a ces' p 

car on a pour la spirale logarithmique , 

r' 
Irv (formule cannue), 



^ sinOM'K 
et , d'autre part , /•' = r sin a , 

sinOM'K= — ^ 

yi-hsin* a cet' p y i — ces' a ces' p 

enfin 

*' = I — cos'a ces' p ( i et «)• 

Ainsi, 

Le rapport - du rayon de courbure au rayon vecteur 

de thélice conique est constant. 

Mais , pour construire géométriquement le rayon de 
courbure en M , il convient de prendre 

. _om'.mk' 

qu'on déduit aussi de 

OM' 



?-T. ^^^^ P' = 



sinOM'K 



du point K : OK est perpendiculaire à CM', et Ton a sa longueur, en dé- 
crivant un triangle égal à OMK dans lequel on connaît le côté OM et 
Tangle adjacent OMK = ^. 
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en remarquant que 

sin OM'K = -^ et k = sin M' MK = ?i_2:. 
M'K MK 

Les coordonnées du centre de courbure dépendent de 
Inéquation (O) du plan osculateur, de Téquation du plan 
normal , 

( sin (p — sin a cet p ces y) .r 



^ ^ \ — (cos<j>-f-sinacolpsiny)j — cosacotp.z + rcot p=: o, 
et de 

(cos(j) -f- sin a cet p sin y) x 



I 4- (sin ç — sin a cet p cos ç)/ -h r sin a cet' p = o , 

que l'on déduit de la précédente en la difTérentiant par 

rapport à y et r, puis en remplaçant — par sa valeur 

tirée de Téquation (a). Les valeurs de x,/, Zy qui satis* 
font à ces trois équations, sont assez compliquées, et il 
ti'est pas nécessaire de les employer pour former l'ex^ 
pression du rayon de courbure : on voit en effet, avec un 
peu d'attention, que le plan (N') est perpendiculaire aux 

traces des deux autres plans sur xy^ par conséquent , au 
rayon de courbure; et qu'ainsi ce rayon est la distance de 

M au plan (N') , ou de M' à la trace de ce plan sur x^, 
de sorte qu'on peut l'obtenir par la formule de la distance 
d'un point à une droite (en géométrie plane) , en consi- 
dérant seulement l'équation (N'). 

8. Lieu des centres de courbure. Soient P et G les 
centres de courbure qui répondent aux points M et P de 
l'hélice conique. Si l'on fait tourner autour de O^, de 
la manière indiquée dans l'art. 2, la génératrice OP, 
le plan OPE qui louche le cône suivant OP, et le rayon 
de courbure PG -, PG sera parallèle à MF lorsque le plan 

Ann de Mnlhémat , t. XII. (Octobre i853.) 3 5 
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OPE coïncidera avec OMD, qui touche le cône suivant 
OM, car PG reste perpendiculaire à OPE, et MF est 
perpendiculaire à OMD : ainsi l'angle OPG = OMF. 

Comme on a d'ailleurs (7) qô = 5|l| » l^s triangles POG, 

MOF sont semblables ^ de sorte que OG sera dirigé sui- 
vant OF, après la rotation, et que l'angle 00^ = FOz, 
puisque GOz ne varie pas pendant que OG tourne au- 
tour de Oz, Donc les points F, G, ... , sont sur un cône 
de réi^olutîon, dont Oz est l'axe et O le sommet. D'autre 

part, F' étant la projection de F sur xy^ l'angle en M' 
du triangle F'OM' est complémentaire de l'angle con- 

M' F' 
stant OM'D', et le rapport r^r^' ou , des côtés qui 

comprennent cet angle est aussi constant (7) ; par consé- 
quent, il en est de même de l'angle F'OM', ainsi que du 

OF' 
rapport — p > c'est-à-dire que cet angle et ce rapport ne 

varient pas avec la position du point M' sur la spirale 
logarithmique. Donc, le lieu des points M',. . ., est une 

spirale semblable à la projection de Vhélice sur a>y . 
Or, il résulte évidemment de là, d'après ce qui a été dit 
dans les art. 1 et 2, que 

Le lieu des centres de courbure de Vhélice conique est 
une autre hélice de même espèce, située sur un cône de 
même axe et de même sommet. 

Si l'on désigne par y et X les angles M' et O du tri- 
angle F'OM', on a 

sin(7 -+-X) . , r' 

\j — i , ou cos 7 + sm 7 cot X = -- ; 

smX p ' 

en remplaçant sin y ainsi que cos y par leurs valeurs 

tirées de tangy = sin a cotp, et — = par sa valeur 
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tirée de la formule (p) , il vient 

sina 



langX = — 



cos'asinp cos p* 

Nous supposerons, dans ce qui suit, que X r^^présente 

l'arc compris entre - et tt qui est déterminé par cette 

formule. 

Soient encore ^ et R' les coordonnées polaires du point 
F'. On a évidemment 

et le triangle FOM' donne 

^,_ R/ ^^°(y~^^) = R' {cos> -f. sin> coty), 
sin7 



ce qui devient 



' = R'langB4/ ; — r-rf 



après quelques réductions, en remplaçant sinA, cos/ 
par leurs valeurs tirées de celle de tangX et coty par 

. -' Il n'y a plus maintenant qu'à porter ces valeurs 
de (pet r' dans l'équation (4) pour avoir Téquation po- 
laire de la projection sur Xf du lieu des centres de cour- 
bure-, on obtient ainsi 



tangpV I 



cos*asin'6 (^ — ;) 8in«cot/3 



cos' a cos' p 



Enfin, a' étant le demi-angle au sommet du cône sur le- 
quel se trouve le lieu des centres de courbure, /3' l'angle 
constant sous lequel cette courbe coupe les génératrices 

25. 
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de ce cône, et R le rayon vecteur du point F, on a 

r' tang p y i — cos' a cos^ p ' 

sina' 

et 

R — qS^H^, ^(<^ — ;)sinacoty3 
COS a' ' 

celte dernière équation est l'équation polaire (dans l'es- 
pace) du lieu des centres de courbure. Tout cela peut 
d'ailleurs être déduit des équations (O), (N) et (N'). 

Notes, 

I. L'hélice conique, comme Thélice dont on trouve la 
monographie dans les Traités de calcul différentiel, ap- 
partient à la classe fort remarquable des courbes qui cou- 
pent sous un angle constant les méridiennes d'une sur- 
face de révolution, et qu'on nomme, en général, des 
loxodromies. 

Si Ton convient de désigner par r l'arc de méridienne 
OM compris entre le sommet O d'une surface de révolu- 
tion quelconque , et le point M d'une loxodromie tracée 
sur cette surface, par r' la distance de M à l'axe Oz, qui 
est l'ordonnée de la méridienne en prenant Oz pour axe 
des abscisses, et de conserver le reste des notations expli- 
quées dans l'art. 1 , on voit immédiatement que les équa- 
tions (i) conviennent à toute loxodromie. 

Les variables y et r forment un système particulier de 
coordonnées dont l'une s'exprime en fonction de l'autre 
par une simple quadrature, lorsqu'on a /•' en fonction 
der. Ainsi, par exemple, sur une sphère de rayon égal 
à l'unité de longueur, 

Â-'m sin r, 
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et la première des équations (i) donne 



dff = -, tang p, 

^ sin /• ^^ 



d'où 



(p = const 4- tang p 



./(tangî). 



On déduit toujours la formule (5 ) de la seconde des équar 
lions (i), et, par conséquent, la rectification d'un arc 
BBi de loxodromie ne dépend que de celle de l'arc de 
la méridienne compris entre les parallèles de la surface 
guipassent par les points B e^ Bi . 

II. Comme Thélice conique coupe sous un angle con- 
stant les génératrices du cylindre qui la projette parallè- 
lement à Taxe du cône, nous avons pu nous servir de 
quelques propriétés qui appartiennent , en général , aux 
hélices cylindriques dont l'hélice qu'on étudie ordinai- 
rement n'est qu'un cas particulier. Voici Ténoncé du 
théorème sur lequel nous nous sommes appuyés : 

Le trayon de courbure d!une hélice cylindrique a, 
en chaque points la même direction que le rajon de 
courbure de la section droite du cylindre^ et ces deux 
rayons sont dans un rapport constant, 

La réciproque de la première partie est vraie. 

On déduit de ce théorème le corollaire suivant : 

Le plan osculateur d'une hélice cylindrique est en 
cJiaque point perpendiculaire au plan qui touche le cy- 
lindre, et réciproquement. 

in. Le lieu des traces des tangentes à l' hélice conique 

sur le plan xy est une spirale semblable à la projection 
de t hélice sur ce plan, et ce lieu est Vens^eloppe de la 
trace du plan osculateur. 
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conclure que la masse diflerente qu'on obtient en considé- 
rant les perturbations de Saturne par Jupiter doit tenir à 
des termes négligés dans la série des perturbations, et non 
à une prétendue affinité élective. Il ne restait donc, pour 
expliquer lanomalie, qu'à adopter une nouvelle force per- 
turbatrice, une nouvelle planète perturbatrice 5 idée qui 
avait été mise en avant par Bouvard (*), Hansen, Bessel, 
Airy et d'autres , mais sans devenir l'objet d'une recher- 
che spéciale. Même une question proposée à cet effet par 
l'Académie de Gôltingue resta sans réponse. 

La question n'a pas été attaquée sérieusement ; on peut 
indiquer plusieurs motifs : 

I**. Les masses de Jupiter et de Saturne, les plus in- 
fluentes sur Uranus, ne sont connues d'une manière sa- 
tisfaisante que depuis peu d'années. 

2^. La petitesse de pette double influence , qui ne s'é- 
lève qu'à ^ de degré par siècle; de sorte qu'on croyait 
devoir recourir à une voie indirecte pour connaître l'in- 
fluence principale. En effet, en i838, M. Airy a montré, 
d'après les observations de i833 à i836, que la distance 
d'Uranus au Soleil , donnée par les Tables, pour cette 
année (i838) , était trop petite ; ce qui indiquait au moins 
un changement à faire dans la forme de l'orbite. 

3°. La complication du problème, et c'est là le motif 
principal , car il s'agit de trouver, non-seulement les élé- 
ments de la planète perturbatrice, mais même les vrais élé- 
ments d'Uranus. Le nombre des inconnues croit d'autant 

(*) Le général d'artillerie Le Noury, amateur d'astronomie, mort en iSSg, 
était lié avec Bouvard. A la suite d'un dîner où je me suis trouvé avec ce 
général , Bouvard expliqua ses idées sur la planète perturbatrice, et croyait 
qu'on pourrait la découvrir par observation. 11 exprima , à cette occasion , 
son opinion sur 1 état de rastrônonrtie pratique en France. Peu flatteuse, 
il la croyait en décadence. Cela vient peut-être de ce que la vieillesse 
met volontiers devant nos yeux un prismo morose. Il y a de cela une 
douzaine d'années. 
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plus qu'on ne peul plus considérer les différences entre la 
théorie et Tobservalion, uniquement comme l'effet de la 
planète inconnue, mais ([u'il faut aussi avoir égard aux 
altérations que subissent par là les éléments admis pour 
Uranus. Le nombre des inconnues s'élève généralement à 
treize , savoir les six éléments de chacime des deux pla- 
nètes et la masse de la planète cherchée. En faisant coïn- 
cider le plan de l'orbite inconnue avec le plan de l'éclip- 
tique, il reste encore neuf inconnues. 

On ne connaît que les formes des termes de la série 
perturbatrice, termes très -compliqués, et dans lesquels 
il faut insérer de tels nombres pour les éléments , qu'ils 
fassent disparaître les différences entre la théorie et l'ob- 
servation; ce qui exige un talent spécial, un grand tact 
numérique j puisqu'une solution rigoureuse est impos- 
sible. 

C'est cette recherche que M. Le Verrier a exécutée d'une 
manière exemplaire à Paris 5 il a publié ses recherches suc- 
cessivement dans les Comptes rendus du 10 novembre 
1845, i®*" juin et 3i août 1846. Mais on trouve une re- 
vue complète de tout ce travail dans les Recherches sur 
les mouvements de la planète Herschel; par M. U.-J. 
Le Verrier. Paris, 1846 (*). 

On y voit la marche aussi conséquente que sûre suivie 
par M. Le Verrier, et qui explique entièrement comment 
il avait peu à craindre, pour ses publications, que le 
succès ne couronnât pas ses efforts. 

Voici, en peu de mots, la marche. D'abord, M. Le 
Verrier développe les perturbations que les nouvelles 
masses de Jupiter et Saturne exercent sur Uranus, et 

{^) €et admirable travail , si honorable pour M. Le Verrier et pour la 
France, est inséré dans la Connaissance des Temps, 1849. l'opt y porte 
l'empreinte d'une éminente faculté calculatrice , appliquée à un problème 
sublime ; éternelle gloire de Newton et de Laplacc. 
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d^une manière plus complète \ et par là , faisant d'ailleurs 
disparaître les fautes typographiques et de calcul , il amé- 
liore les Tables de Bouvard. Ensuite, conservant les élé- 
ments de Bouvard , il calcule le lieu pour les anciennes et 
nouvelles observations. Il étabjît les équations de condi- 
tion qui indiquent pour chaque lieu l'influence qu'aurait 
un changement dans les quatre éléments d'Uranus, l'é- 
poque, le mouvement moyen, l'excentricité et le péri- 
hélie; il peut faire abstraction de la latitude, et consé- 
quemment aussi des noeuds et de l'inclinaison . II examine 
après, si en adoptant des erreurs d'observations vraisem- 
blables et par de simples changements dans les éléments 
d'Uranus, on ne pouvait parvenir à concilier la théorie et 
l'observation. Dans l'impossibilité de parvenir à ce ré- 
sultat , il établit les équations de perturbation pour une 
planète inconnue, et dont la distance au Soleil soit le 
double de la distance diUranus au Soleil. Il obtient ainsi 
hui» inconnues , savoir les quatre corrections des éléments 
d'Uranus , les trois éléments et la masse de la planète in- 
connue» Par l'élimination des quatre éléments d'Uranus, 
il donne aux trois éléments de la planète inconnue, ex- 
centricité , périhélie et masse , la forme d'une fonction de 
l'époque de cette même planète. Il trouve qu'on n'obtient 
une valeur positwe pour la masse qu'en adoptant pour 
l'époque un arc renfermé entre deux limites déterminées, 
et débarrassant les anciennes observations de Flams- 
teed d'erreurs probables, l'époque cherchée est ramenée 
à être comprise entre a43 et aSo degrés pour le i^^ jan- 
vier 1800 \ limites qui suffisent pour faire disparaître sen- 
siblement les différences entre la théorie et l'observation 
dans les quatre-vingts dernières années d'observations, et 
dans des essais numériques sur les autres éléments , on 
trouve toujours, pour la planète cherchée, une masse 
plus grande que celle d'Uranus. 
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Dans une seconde amélioration de ces résultats^ M. Le 
Verrier calcule les perlurbations pour des valeurs diffé- 
rentes du demi -grand axe et de T époque, et parvient 
ainsi à des éléments de la nouvelle planète , différant peu 
des précédents, et qui donnent un accord parfait entre la 
théorie et Tobservalion dans les anciennes et les nouvelles 
observations. 

M. Galle, en comparant le ciel avec la carte céleste 
académique du D^ Bremiker, découvrit, le aS septembre 
1846, la planète Neptune, de huitième grandeur, à en- 
viron 5o' du lieu calculé. Ce brillant résultat peut être 
considéré comme un véritable trophée pour M. Le 
Verrier, à cause de la grandeur du but, du choix ex- 
quis d'une méthode modèle et de l'heureux emploi des 
données. 

M. Airy a fait connaître, dans une Notice, qu'un An- 
glais nommé Adams, ayant fait^ies calculs analogues à 
ceux de M. Le Verrier, est parvenu au même résulta^ et 
que M. Challis, à Tobservatoire de Cambridge, avait dé- 
couvert la planète d'après ces calculs. Cette Notice n'ôte 
rien au mérite de la découverte de M. Le Verrier, dont 
le travail a été publié avant la découverte de la planète. Le 
mérite de M. Galle n'en est pas non plus diminué; il a 
employé tous les moyens disponibles pour découvrir la 
planète. Mais il y a là un témoignage favorable] à l'état 
actuel de la science; les progrès sont amenés parjplu- 
sieurs hommes distingués et n'étant pas confinés dans 
la personnalité individuelle, sont la conséquence de la 
marche que suivent les travailleurs en général. 

« Je crois devoir m'exprimer ainsi, parce que, selon 
» ma manière de voir, ce serait un dommage extrême si 
» cette découverte provenant d'un si bel accord entre la 
» théorie et l'observation, tendait à affaiblir ce lien. La 
» science empirique, l'observation, sera toujours la base 
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peut être réduite à la forme cmionique 

p,{x'\-a,yY-^p,[x-\- a,/)"» 4- , . . -\- Pn[x 4- «„ j)'", 

par la solution d^une équation du degré w + i . 

(Sylvester.) 

Démonstration, Ce théorème, que son illustre auteur 
a tiré de la théorie des adjoints et des kyperdéteiminantSy 
et que M. Faà de Bruno n'a démontré récemment dans le 
Journal de M. Liouville qu'au moyen d'une analyse assez 
longue et compliquée , peut être établi très-simplement , 
ainsi qu'il suit. 

En identifiant les deux expressions précédentes, on 
trouve 

('/ I 2« , 'n , 2n . , 3n , an 

2»H-i , 2n-h\ , 2nH-i , , Jn-t-i , 2n+\ 

/^oa© -hpiCX.1 -hpiC^i -^-"-^Pn-x'^n-i -h PnO^n =^2nH-»ï 

in-\- 2 équations pour autant d'inconnues pi et a,. Éli- 
minons d'abord /7o * faisant, en général, 

on obtient ces 2 « -h 1 équations 

^1 4- Ç'î -H . . . -+- qn- I H- ^n = «0 «0 — ûi , 

(2) \ an— I , 2/1—1 2/1—1 , a/i-i 

^,a, 4-^2 «2 4-... 4- '/n-» «2-1 -+-7Nan = «2/i-i «o— «2/.. 

2/1 , 2/1 , , 2M , 2/1 

^•«i 4-<72a2 4-. . . 4- (7/,-. a„_, 4-<7/,a„ =fl2„ao — «2n+i. 

Prenons maintenant n 4- i facteurs Ao, A,, A25..., A„; 
on pourra supposer qu'ils vérifient les n équations sui- 
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vantes, qui déterminent les rapports de Tun d'eux à tous 
les autres : 

Ao -1- A,a, -h Aja^ -h ... -|- A„a? = o, 

.^. I AoH- A,aj + Aja' -h ... -4- A„aj = o, 

Ao -I- A, a„ -4- A^al -+-... -f- A„arâ = o. 

Multiplions par ces facteurs respectivement : i° les 
premières n -f- i équations du système ( 2 ) ; 2° les « -f- i 
équations du même système qui suivent la première 5 
3® les n-hi équations qui suivent la deuxième, etc., et 
enfin les dernières n-\-i équations : ajoutant les produits 
fournis par chaque groupe de w -f- i équations , et ayant 
égard aux relations (3) , nous trouverons 

/ Ao(floao — ûT,) H- A,(fl,ao — flj) -f-...+ A,i(âr„ ao — ^«+1) = o, 
.,. 1 Ao(«,ao — aj)M- A, («aaa — «3)4-... 4- A;,{tf„^.,ao ■^an^i)= o, 

l Ao(ûnao---<»/i-+-«)-i-Ai(«n4-«ao— ûr„^.a)-4-...+A|i(a2nao— «2n+i)== O, 

autres « -f- i équations entre lesquelles on déterminera 
les rapports des quantités Ao? Ai,..., A„, et il restera une 
équation en «o exprimant que le déterminant des équa- 
tions (4) est nul. Ainsi «o sera une racine de l'équation 
qu'on obtient en égalant à zéro le déterminant des quan- 
tités 

aijc — ûa, <ï,J7 — /73,..., <7„jr — ««-f-i, 

et qui sera évidemment du degré w -H i . On dira la même 
chose de «1, aa,. .., a„, de manière que cette équation 
aura pour racines les « -+- 1 inconnues «, , et, après Ta- 



(396) 
voir résolue , ou déterminera les « 4- i inconnues pi au 
moyen de n-\-i équations linéaires prises dans le sys- 
tème (i). 

2* Théorème. Soit 

F, = o, F,=:o,..., F,=:o, 

un système de n équations homogènes littérales entre 
les n inconnues Xi, x,,..., x„; Fj est du degré p^^F^du 
degré ;?„.•? F» ^ degré ;?„. Soit p^p^pz- .pn = V. 
En éliminant les inconnues, on panaient à une équation 

homogène entre les coefficients. Les coefficients de Ft 

p 
montent dans chaque terme au degré — 9 les coefficients 

p 
de Fj au degré — ? etc.; conséquemnient, le degré de Té- 

quation est 

P( ~-h~-4-...-f-- V 

(Cayley.) 

Je prends cet énoncé dans les Nouvelles Annales, 
tome VIII , page 1 1 5 : la démonstration qu'on a donnée 
au même endroit n'est pas exacte, car on y suppose qu'une 
fonction entière homogène entre n indéterminées x^ , 
:rs,..., Xn peut toujours être décomposée en facteurs de la 
forme ajXi -f-ajX, -h ... -ha„a:„, ce qui n'est pas vrai 
lorsque ^î > 2. Je crois que la suivante est complètement 
rigoureuse et assez simple (*). 

Soit posé 

•^ 1 ^ 2 ^n — I 

— Jl ? — J2 ? . • • j — - Xh — \ • 

Si l'on substitue dans les fonctions Fi , F^ ,. . , F„ les va- 



(* ) II y a dans le même article des Nousfelles Annales, que nous avons 
rappelé, quelques autres inexactitudes. Il est facile de les rectifier. 
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leurs de a:,, ^s,..., J'n-i, et qu'on fasse disparaître les 
dénominateurs, on trouvera n autres fonctions entières 
©1, 92v-> ?« respectivement des mêmes degrés entre les 
inconnues j^, , 72 v^ ,X«-i- ^"^ ^^^^ donc, entre ces 
inconnues, les équations 

<pi = 0, ,j>, = 0,..., «p„_,=:0, «p,i = 0, 

et les n — i premières équations étant résolues , fourni- 
ront pi, P2,. . ., pn^x systèmes de valeurs des inconnues j^j , 
^2,...-, y„_i. Substituant successivement ces systèmes de 
valeurs dans la dernière fonction ç„ , et multipliant totis 
les résultats entre eux, on formera un produit que nous 
désignerons par Hep,, et l'équation n(p„=:o sera celle 
qu'on doit obtenir par l'élimination des inconnues x^^ 
:r2,..., Xn» Or ce produit nç„ sera une fonction entière 
et symétrique des systèmes des racines Xn JK« vj J^«-ii 
et, par suite, il pourra s'exprimer rationnellement au 
moyen des coefficients des équations 

y, = 0, (pj=rO,..., (p„_, = 

[voyez Serret, Algèbre supérieure, 8*" leçon, pages 86 

à 96), c'est-à-dire des coefficients des fonctions F,, 

F,,..., F„_i-, d'un autre côté, n(p„ est un produit do 

p 
pi,p2,..., /7„.i, ou — facteurs, et, dans chacun de ces 

Pn 

facteurs, les coefficients de la fonction y„ ou F„ entrent 

au premier degré; d'où il suit que les coefficients de F„ 

p 
monteront au degré — dans le même produit. On peut 

donc conclure que, dans l'équation résultante y les coeffi- 

/ P 
cients de F„ montent au degré— Par un raisonnement 

Pn 

semblable, on prouvera que les coefficients de F„__j y 

P 
montent au degré 9 et ainsi des autres. 
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THÉORÈMES SUR LES SURFACES COURBES (*); 

Par m. a. HAÎLLECOURT, 

Professeur au lycée de Mîmes. 



M. J. Biuet, cité par M. Leroy {analyse appliquée ^ 
2® édit., n° 23 1), emploie, pour la démonstration de deux 
propriétés des diamètres conjugués de l'ellipsoïde, une 
méthode qui parait n'avoir pas été assez remarquée. Je 
vais l'appliquer à plusieurs théorèmes, et, en particu- 
lier, à celui de M. Steiner [Nouv^elles Annales, t. IX, 

P- 407). 

J'invoquerai constamment deux principes évidents 
pour quiconque aura suivi attentivement Tarticle de 
M. Leroy indiqué plus haut, et la démonstration ordi- 
naire des formules d'Euler pour la transformation des 
coordonnées. 



Premier principe. 

Si un théorème vrai pour trois axes 
rectangulaires OA, OB, OC coupant 
une surface subsiste encore quand 
on y remplace deux axes OA, OB 
par d^autres axes aussi rectangulaires 
compris dans le même plan perpen- 
diculaire sur OC ; alors ce théorème 
est vrai pour trois axes rectangu- 
laires quelconques. 



Deuxième principe. 

Si un théorème vrai pour trois dia- 
mètres conjugués d'une surface du 
second ordre subsiste quand on y 
remplace deux axes OA, OB par 
deux autres axes OA», OB» aussi 
conjugués et situés dans le même 
plan conjugué au troibième OC ; alors 
ce théorème est vrai pour trois dia- 
mètres conjugués quelconques. 



Conséquences du premier principe. 

i. Théorème de M. Steiner. Trois cordes rectangu- 
laires d'une surface du second ordre tournant autour 



{ ' ) Voir NouvuUes Annales, toinc 1, \n\Qc f\Cf^. 
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(Vun point O et la coupant en six points A, A', B, B', 
C, C, on a 

[ xM y [ BB' y ( ce \' 

\ ôÂTôÂ^j ^ VÔBTÔB'j + VôcTôc^j = "^"''- 

Démonstration, Le plan AOB pi is pour plan desX, Y, 
tandis qu'on prend OC pour axe des Z , coupe la surface 
suivant une conique E. 

Dans ce plan, menons deux nouveaux axes orthogo- 
naux OXi , 0Yi5 nous aurons [Nouv^elles Annales, t. IX, 
p. 4o8) 

i A. a; y / b.b; y_/ aa^ y / bb^ y 

VÔA, X OA'J "^ VOB, X OB; j "" \0A . Ok') "^ \0B . OB'/ ' 

(ce \ ' 
^p ^^ j ? il vient 

/ a.a; y / B.B-. y / ce y 

\0A, . OA', / ^ \0B. . OB', ; ^\0C. OC'/ 

_ / AA' y / BB' y / ce y 

~ VOA.OAV "^VOB.OBV *^ V0C.0C7 ' 

Comme on peut de nouveau faire tourner la corde CC et 
une des deux nouvelles cordes Ai A',, par exemple, au- 
tour de Bj B', , sans altérer la valeur de la fonction, on voit 
qu'elle est constante. c. q. f. d. 

Scolie, La méthode étant maintenant expliquée, nous 
pourrons dorénavant être plus concis. Remarquons avec 
soin que les questions de géométrie à trois dimensions 
se ramènent à des questions de géométrie plane, 

2. Lemme, Soit 

= 14- ( A J7 -h Bj) -h (Cor' -f- Djc/ + Fj). . . 
Téquation d'une courbe d'ordre m rapportée à des axes 
rectangulaires. Passant aux coordonnées polaires 

o = 1 + ( A ces (^ -f- B sin «p) p 
-H (C cos' (p 4- D sin <p cos 'y 4- E sin' y) 6*. . . ; 



( 4oo ) 
si, pour avoir deux sécantes orthogonales OV, OVi, nous 

donnons à <f deux valeurs différant de -> et que nous dé- 
signions par p et pi une quelconque des racines de l'équa- 
tion dans le premier et dans le second cas, nous aurons, 
d'après des principes connus , 

— 5^- = Acos^-t-Bsin y, — 5- = — AsinyH-Bcosf; 

d'où 

de même , comme 

\ -Y-r, = C cos^ y -4- D sin (p ces y + E sin' 9 , 

en combinant (i) et {2) , 

(3) 2 ~ -H 2 4 = A' 4- B» — 2 (C -»- E) == const. 

Notre principe nous permet de conclure des courbes 
aux surfaces ] mais auparavant remarquons que po étant 
la distance au point O du centre des moyennes harmo- 
niques des m points où OV perce la surface , nous avons 

Cela étant : 

Trois axes rectangulaires tournant autour d'un point 
fixe O et coupant une surface d'ordre m chacun en m 
points, 

1" Théorème. La somme des carrés inverses des 3 m 
segments comptés à partir de O est constante. 
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2^ Théorème. La somme des ^^ produits 

deux à deux des segments compris sur les mêmes axes^ 
est constante. 

3® Théorème. Si, sur chacun des axes y on prend par 
rapport à O le centre des moyennes harmoniques des 
points où cet axe perce la surface, la somme des çflrrés 
des inverses des rayons vecteurs de ces trois centres est 
constante. 

Corollaire. Le plan qui passe par ces trois centres 
roule sur une sphère décrite de O comme centre [voir 4). 

3. Lemme. La somme des carrés inverses de deux dia- 
mètres rectangulaires d'une ellipse est constante 5 donc : 

Théorème. La somme des carrés inverses de trois 
diamètres rectangulaires d'un ellipsoïde est constante. 

(Pour les hyperboloïdes , on prend négativement les 
carrés des diamètres imaginaires.) 

4. Lemme, L'enveloppe d'une corde AB vue sous un 
angle droit, du centre d'une ellipse, est une circonfé- 
rence concentrique. 

Soient trois diamètres rectangulaires OC, OB, OA 
d'un ellipsoïde *, prenons la projection commune H de C 
et O sur AB. H est à une distance constante de O. 
La projection de O sur le plan CAB est la hauteur du 
triangle COH. Comme ce triangle est constant , la per- 
pendiculaire OP abaissée suuCH est aussi constante 5 donc : 

Théorème. Le plan qui passe par les extrémités de 
trois diamètres rectangulaires d'un ellipsoïde roule sur 
une sphère. (Chasles, Correspondance polytechnique ^ 
tome m, pages 3o2 et suivantes.) 

Reniarque L Le troisième théorème (II) prouve que 
les trois centres des moyennes harmoniques situés sur les 
trois axes sont sur un ellipsoïde. C'est ainsi que se dé- 
montre le principe , objet du corollaire. 

Ann.deMalhcmat.y t. XU. (Novembre i853.) 26 
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Remarque Ul. Noire lemme pour l'hyperbole suppose 
les deux diamètres OA , OB réels. Par suite, pour les 
hyperboloïdes , le dernier théorème n'est pas vrai sans 
restriction. 

5. Lemme, OA, OB étant à angle droit (mêmes don- 
nées), menons les tangentes AT, BT. Dans la section 
AOB, le point T décrit une ellipse E concentrique. 

Par AT etBT menons deux plans parallèles à OD (dia- 
mètre conjugué à la section AOB) (*) et prenons le pied S 
de leur intersection TS sur le planP tangent en C. S dé- 
crit évidemment une ellipse E' ayant son centre sur OD 
et qui appartient au lieu du point de concours de trois 
plans tangents menés par les extrémités de trois diamètres 
rectangulaires. 

Ce lieu est donc composé d'une infinité de sections 
elliptiques. 

Théorème. Le lieu du sommet d'un angle trièdre dont 
les faces sont tangentes à un ellipsoïde aux extré- 
mités de trois diamètres rectangulaires est un ellipsoïde 
concentrique. ( Chasles , Correspondance polytechni- 
que, ) 

6. Le théorème de Monge démontré par Poisson {Cor- 
respondance polytechnique, tomel, pages 3o, 240), sur 
le lieu du sommet d'un angle trièdre trirectangle circon- 
scrit à rellipsoïde, paraît échapper à cette méthode. On y 
arrive pourtant de la manière la plus heureuse ainsi qu'il 
suit : 

Rappelons que : 1° le lieu du sommet d'un angle droit 
circonscrit à une conique à centre est un cercle concen- 
trique 5 2** un plan tangent à une surface du second ordre, 
mobile parallèlement à une droite, enveloppe un cylin- 

(*) On sait que le plan tangent en un point K est parallèle à tout 
diamètre conjugué du diamètre OK. 
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dre du second ordre qu'on peut par conséquent prendre 
pour surface directrice, et dont l'axe passe par le centre 
de la surface donnée. 

Cela posé, soient T un point du lieu; a, i, c les points 
de contact des trois faces de l'angle trièdre*, a, 6, o) les 
projections sur le plan BTA de a, b etdeO, centre com- 
mun de la surface et de la courbe de contact du cylindre 
circonscrit perpendiculaire au plan BTA. 

La base de ce cylindre est une conique ayant w pour 
centre, et tangente aux droites TA , TB en a, ^. 

Faisons mouvoir l'angle trièdre de sorte que la face AB 
glisse dans son propre plan. Le point T décrit une cir- 
conférence de centre o), et qui appartient au lieu de- 
mandé. Ce lieu a donc une infinité de sections circu- 
laires. O se projette sur leurs centres. Donc : 

Théorème. Le lieu du sommet d 'un angle trirectangle 
circonscrit à une surface courbe à centre du second ordre 
est une sphère concentrique, c. q. f. d. 

Conséquences du deuxième principe. 

7. Lemnie, Dans Tellipse, la somme des carrés des pro- 
jections sur une droite quelconque dé deux diamètres 
conjugués est constante. 

Soit OAB une section d'ellipsoïde faite par un plan pas- 
sant par le centre; A, B étant deux points conjugués, 
projetons-les en a, (3 sur un diamètre fixe RR', et en 
a. b sur la droite H'H, projection de R'R sur le plan OAB. 

Nous avons 

Art' -+- B ^2 _- cQQgj^ 

afl' H- pb^ =:const. ; 
car 

et on sait que w est l'angle que forment les diainè- 

26. 



1res KK', HH', 



et aussi 



donc 
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Oa'-hO^^ = const., 
Aa* = An* -f- aû% 



Aa'4-Bp'=const., 
d'où : 

Théorème. Dans Vellipsoïdey la somme des carrés 
des distances de trois points conjugués à un diamètre 
fixe est constante. 
Nous avons aussi 

Oa»-{-Op'= const. 

Théorème. La somme des carrés des projections de 
trois diamètres conjugués sur un diamètre fixe est con- 
stante. (Ghasles, loc. cit.) 

On démontrerait les mêmes choses en prenant un plan 
diamétral au lieu d'un diamètre. 

8. Soit OC le diamètre conjugué au plan OAB. 
Nous venons de voir que 

Aa»-hBp^ = const., 

d'où , multipliant par OC", désignant par surf (OC , OB) 
la surface du parallélogramme construit sur OC et OB, il 
vient, puisque surf (OB, OA) est constante , 

surf»(OA, OB) 4-surP(0A, OC)-f-surP(OB, OC) = const. 

Mais si l'on construit le parallélipipède circonscrit sur 
OA, OB, OC, les faces sont respectivement quadruples 
des parallélogrammes que nous considérons. Donc : 

Théorème. La somme des carrés des faces du paral- 
lélipipède construit sur trois diamètres conjugués est 
constante. (Chasles.) 

9. Lemme. A et B sont deux points conjugués, AT, 
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BT leurs tangentes. Sur un diamètre fixe mené dans le 
plan du parallélogramme AOBT, on a 

D et E sont les intersections du diamètre et des côtés 
BT, AT du parallélogramme 5 par AT, BT, menons les 
plans parallèles au diamètre conjugué OC et, par suite, 
tangents à T ellipsoïde. Si une droite de l'espace projetée 
en OD est coupée en Li , Di (on projette parallèlement 
à OC), il est clair que 

ôî;+ô5î = *'"°*'- 

Théorème. La somme des carrés des inverses des 
segments interceptés sur un diamètre fixe par trois 
plans tangents conjugués est constante, 

10. Lemme. Coupons deux diamètres fixes d'un cercle 
par deux tangentes rectangulaires quelconques» 11 est aisé 
de voir que 

I I 

OD.OD' "^ ÔeTÔT — ''''''''•' 

D et D' étant les intersections des deux diamètres OD, 
OD' par l'une des tangentes, E et E' les intersections des 
mêmes diamètres par la seconde tangente; ou 



surf DOD' "^ surf EOE' "" ^^°*'' 

La propriété étant projective est vraie pour l'ellipse. 

Imaginons dans l'espace deux diamètres au lieu d'un 
(§ 9) ; nous aurons : • 

Théorème. La somme des inverses des surfaces de 
trois triangles compris entre deux diamètres fixes de 
l'ellipsoïde et les traces sur leur plan de trois plans tan-- 
gents conjugués est constante, (Châsles, loc, cit,) 
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Remarque générale. Nous ramenons tout à la géomé- 
trie plane , parce que de trois diamètres conjugués a^b^c 
nous n'en considérons que deux, a elb. Si donc dans un 
théorème, c entre d'une manière implicite, lors même 
qu'on ne fait varier que a et &, le théorème échappe à la 
méthode. C'est ce qui aura lieu, par exemple, quand il 
s'agira des courbures en trois points conjugués ou même 
simplement des normales. 

Ainsi on ne pourra pas démontrer par celte voie ce 
théorème : 

La somme des carrés des normales en trois points 
conjugués, prolongées jusquà un plan diamétral prin- 
cipal, est constante. 



COSHQGRAPHIE (6b) 

(voir p. 386). 



AsTRÉE, 8 décembre i845. Henche [Charles-Louis (*)]. 
Drîessen (Brandebourg). 

Neuvième grandeur. 

Après la fondation de l'observatoire de Konigsberg, 
lorsque l'astronomie observatrice prit cet élan qu'elle 
doit presque uniquement à Bessel, les explorations pla- 
nétaires firent place aux travaux si éminemment méri- 
toires ayant pour but de vérifier et perfectionner toutes 
les bases fondamentales de la science \ même la découverte 



(*) Né le 8 avril 1793 ; gère rof&ce de la poste aux chevaux à Driessen 
usqu'au i*"^ juillet 1887 ; est mis à la retraite, sur sa demande , avec pen- 
sion pour deux années de service militaire et vingt-neuf années de service 
civil. En Allemagne, la poste aux lettres et la poste aux chevaux ne 
forment qu'une administration. 
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de plusieurs comètes à courte période n'excita pas des 
recherches tellement persévérantes, qu'on pût se dispen- 
ser de prendre des dispositions spéciales pour ranimer 
cette branche spéciale. Les cartes célestes académiques 
appartiennent à ces dispositions. 

En 1825, Besscl avait terminé ses observations dans les 
deux zones , 1 5 degrés nord et 1 5 degrés sud de l'équa^ 
teur^ elles surpassaient en exactitude et pour le nombre 
d'étoiles inscrites, V Histoire céleste de Lalande, et 
avaient, du reste, le même but 5 savoir: de donner une 
détermination locale pour un grand nombre d'étoiles fai- 
bles en descendant jusqu'à la neuvième et dixième gran- 
deur, de manière à être sûr de pouvoir les retrouver, et 
par conséquent de procurer une exactitude suffisante aux 
recherches cométaires. On peut regarder les cartes de 
Harding comme la représentation graphique de V His- 
toire céleste : Bessel désirait obtenir le même avantage 
pour ses propres observations, afin d'avoir une image fi- 
dèle de toutes les étoiles jusqu'à une grandeur déterminée, 
sans qu'il en manquât une seule. A cet effet, il proposa , 
à l'Académie de Berlin, de partager la zone céleste de 
— i5 à -h i5 degrés de déclinaison en vingt-quatre feuil- 
les (en vingt-quatre heures de i5 degrés) -, d'insérer dans 
chaque feuille toutes les étoiles observées dans les Cata- 
logues de Bradley, de Piazzi et dans V Histoire céleste j 
il désirait, en outre, que toutes les étoiles jusqu'à la 
dixième grandeur, c'est-à-dire celles qu'on peut voir 
dans un chercheur de comètes ordinaire, fussent dessi- 
nées à vue d'œil selon leur degré de clarté, L'Académie 
agréa la proposition et y ajouta : 1° la condition de la 
confection d'un Catalogue complet de toutes les étoiles 
observées •, tP un prix attaché à la construction de chaque 
feuille; on se mit à l'œuvre. Dès quune feuille était 
terminée, elle était aussitôt gravée. Il y a aujourd'hui 
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(1847) quinze feuilles terminées, et la seizième est déjà 
gravée. 

En divisant le travail entre plusieurs, on avait pour 
but d'opérer en même temps la révision de Hbul le ciel et 
par là de découvrir, s'il y avait lieu , quelques planètes 
dans la zone donnée. Ce but ne fut pas atteint. D'abord 
le travail nHnspirant pas l'intérêt qu'il méritait, il fallut 
admettre beaucoup d'ama'teurs, et ensuite le travail marcha 
lentement, très-lentement, parce que plusieurs y renon- 
cèrent, et que d'autres n'y travaillèrent qu'à de longs 
intervalles. La plupart des Cartes furent faites à Berlin. 

Toutefois ces Cartes ont amené directement la décou- 
verte de deux nouvelles planètes. 

M. Hencke qui, par amour po,ur l'astronomie , a quitté 
son emploi dans l'administration de la poste [post 
sekretaîr) , révisa et dessina , à l'aide d'un chercheur co- 
métaire et d'un fort télescope , les parties du ciel conte- 
nues dans les cartes académiques publiées. Voici son pro- 
cédé. Il dessinait les cartes sur une échelle très-amplifiée. 
Ainsi il traça la X® Heure de Gôbel à une échelle neuf 
fois plus grande , et d'autres cartes mêmes seize fois plus 
grandes. Il insérait les étoiles consignées dans la carte et 
celles qu'il y ajoutait. Ces étoiles ajoutées étaient, en 
outre, dessinées sur une carte particulière annexée à la 
grande carte , et marquées avec diverses couleurs , et cha- 
cune portant un numéro indiquant le nombre de fois 
qu'il l'avait observée 5 quand il la voyait plus de quatre 
fois dans la même année, il ne mettait rien. Ainsi le 
nombre i Jt. , qui se présente fréquemment , indique trois 
années d'observations attentives de l'étoile que ce nombre 
affecte; et, par là, au moyen de la constellation voisine, 
on pouvait conclure un déplacement. Il est évident que, 
par ce moyen , une planète paraissant sur la carte pouvait 
être reconnue avec certitude. C'est ainsi que Hencke 
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ayant rencontré dans la soirée du 8 décembre (184 5) une 
étoile étrangère de neuvième grandeur dans la IV® Heure , 
il la désigna avec une grande assurance comme une 
planète ; car, si c'était seulement une étoile changeante, 
il en aurait reconnu des traces pendant tant d'années 
d'observations. Cette planète fut nommée Astrée, 

Neptune. Le Verrier. 1846. — Galle, 23 septembre 1846. 
Berlin. 

Huitième grandeur. 

En considérant les diverses découvertes précédentes, 
on voit que l'astronomie pratique , dans ses diverses bran- 
ches , a fourni tout ce qui était nécessaire pour amener 
ces découvertes. Les instruments perfectionnés ont donné 
la première planète par la forme du disque -, la perception 
du mouvement, à l'aide d'une marche méthodique d'ob- 
servation, a donné la seconde planète. La connaissance 
spéciale du ciel d'un des plus grands astrognostes du 
siècle a fait découvrir la troisième planète; des travaux 
exécutés pour étendre cette connaissance à tout le ciel 
ont donné la sixième planète. Enfin une certaine hypo- 
thèse , assez plausible , jointe à une extrême persévérance, 
a conduit à la cinquième planète ; les moyens que la pra- 
tique pouvait offrir, quant aux méthodes de découvertes, 
étaient épuisés. L'alliance de la théorie avec la pratique 
a enfin conduit à la septième planète. 

Depuis la publication, en i8a i , des Tables d'Uranus par 
Bouvard, il était beaucoup question d'une diflérence entre 
les données et la théorie , qui ne pouvait s'expliquer par 
les lois adoptées. IJranus, avant sa découverte comme 
planète , avait été observé dix-neuf fois comme étoile de 
sixième grandeur par Flamsteed, Bradley, Lemonnier 
et Mayer. Depuis la découverte planétaire , on avait une 
série continue de quarante années d'observations (1781- 

f 
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1821)5 de sorte que depuis la première observation de 
Flamsteed jusqu'en 1821, il s*est écoulé cent trente an- 
nées, ce qui fait environ une révolution et demie d'Ura- 
nus. Le problème consistait donc à représenter, non 
quelques groupes, mais l'ensemble des phénomènes dans 
les limites des erreurs d'observations possibles. Cela 
n'avait pas réussi à l'estimable éditeur des Tables. Les 
observations qui ont précédé la découverte ne pouvaient 
se concilier avec celles qui les ont suivies, à moins d'ad- 
mettre des erreurs d'observations complètement invrai- 
semblables. La source d'erreur devait donc être cherchée 
ailleurs. 

La question fut considérée sous divers aspects. On 
soupçonna chez Bouvard une erreur dans l'application de 
la théorie. Examen fait, et quoique la théorie laissât à 
désirer du côté d'une extrême rigueur, le défaut n'était 
pas assez considérable pour expliquer la différence men- 
tionnée. Cette circonstalice parait avoir excité Bessel à 
proposer cette question à l'Académie de Berlin , s'il n'exis- 
tait pas dans les attractions planétaires quelque chose d'a- 
nalogue aux affinités électiv^es en chimie, et, par là, on 
pourrait expliquer cette différence et encore une autre-, 
savoir, la masse différente qu'on obtient pour Jupiter en 
considérant successivement son action sur Saturne et sur 
les petites planètes. Les explications ne se sont pas confir- 
mées. Les perturbations de Vesta ont montré qu'une telle 
affinité électii^e n'existe pas entre* le Soleil, Jupiter et 
Vesta, etc., et coinme les perturbations qu'exerce Jupiter 
sur la comète de Pons (*), sur Vesta , Junon , Pallas, Cé- 
rès , donnent pour Jupiter la même masse que les pertur- 
bations exercées par Jupiter sur ses satellites : on peut en 

(*) C'est ainsi que, par modestie, M. Encke désigne la comète d'Encke 
que Pons a observée le premier, mais dont Encke a calculé la courte 
période. 
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conclure que la masse différente qu'on obtient en considé- 
rant les perturbations de Saturne par Jupiter doit tenir à 
des termes négligés dans la série des perturbations, et non 
à une prétendue affinité élective. Il ne restait donc, pour 
expliquer l'anomalie, qu'à adopter une nouvelle force per- 
turbatrice , une nouvelle planète perturbatrice ; idée qui 
avait été mise en avant par Bouvard (*), Hansen, Bessel, 
Airy et d'autres, mais sans devenir l'objet d'une recher- 
che spéciale. Même une question proposée à cet effet par 
l'Académie de Gôltingue resta sans réponse. 

La question n'a pas été attaquée sérieusement 5 on peut 
indiquer plusieurs motifs : 

1^. Les masses de Jupiter et de Saturne, les plus in- 
fluentes sur Uranus, ne sont connues d'une manière sa- 
tisfaisante que depuis peu d'années. 

2^. La petitesse de fiette double influence , qui ne s'é- 
lève qu'à yj de degré par siècle ; de sorte qu'on croyait 
devoir recourir à une voie indirecte pour connaître l'in- 
fluence principale. En effet, en i838, M. Airy a montré, 
d'après les observations de i833 à i836, que la distance 
d'Uranus au Soleil , donnée par les Tables, pour cette 
année (i838) , était trop petite ; ce qui indiquait au moins 
un changement à faire dans la forme de l'orbite. 

3°. La complication du problème, et c'est là le motif 
principal, car il s'agît de trouver, non-seulement les élé- 
ments de la planète perturbatrice, mais même les vrais élé- 
ments d'Uranus. Le nombre des inconnues croît d'autant 

(*) Le général d'artillerie Le Noury, amateur d'astronomie, mort en 1889, 
était lié avec Bouvard. A la suite d'un dîner où je me suis trouvé avec ce 
général , Bouvard expliqua ses idées sur la planète perturbatrice, et croyait 
qu'on pourrait la découvrir par observation. Il exprima , à cette occasion , 
son opinion sur l'état de l'astronomie pratique en France. Peu flatteuse , 
il la croyait en décadence. Gela vient peut-être de ce que la vieillesse 
met volontiers devant nos yeux un prisme morose. Il y a de cela une 
douzaine d'années. 
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plus qu'on ne peut plus considérer les différences entre la 
théorie et l'observation, uniquement comme l'effet de la 
planète inconnue, mais qu'il faut aussi avoir égard aux 
altérations que subissent par là les éléments admis pour 
Uranus. Le nombre des inconnues s'élève généralement à 
treize , savoir les six éléments de chacune des deux pla- 
nètes et la masse de la planète cherchée. En faisant coïn- 
cider le plan de l'orbite inconnue avec le plan de l'éclip- 
tique, il reste encore neuf inconnues. 

On ne connaît que les formes des termes de la série 
perturbatrice, termes très- compliqués, et dans lesquels 
il faut insérer de tels nombres pour les éléments , qu'ils 
fassent disparaître les différences entre la théorie et l'ob- 
servation-, ce qui exige un talent spécial, un grand tact 
numérique, puisqu*une solution rigoureuse est impos- 
sible. 

C'est cette recherche que M. Le Verrier a exécutée d'une 
manière exemplaire à Paris -, il a publié ses recherches suc- 
cessivement dans les Comptes rendus du lo novembre 
1845, 1®^ juin et 3i août 1846. Mais on trouve une re- 
vue complète de tout ce travail dans les Recherches sur 
les mou\^ements de la planète Herschel; par M. U.-J. 
Le Verrier. Paris, 1846 (*). 

On y voit la marche aussi conséquente que sûre suivie 
par M. Le Verrier, et qui explique entièrement conmient 
il avait peu à craindre, pour ses publications, que le 
succès ne couronnât pas ses efforts. 

Voici, en peu de mots, la marche. D'abord, M. Le 
Verrier développe les perturbations que les nouvelles 
masses de Jupiter et Saturne exercent sur Uranus, et 

{*) Cet admirable travail, si honorable pour M. Le Verrier et pour la 
France, est inséré dans la Connaissance des Temps, 1849. l'ont y porte 
l'empreinte d'une éminente faculté calculatrice, appliquée à un problème 
sublime, éternelle gloire de Newton et de Laplacc. 
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d'une manière plus complète ] et par là , faisant d'ailleurs 
disparaître les fautes typographiques et de calcul , il amé- 
liore les Tables de Bouvard. Ensuite, conservant les élé- 
ments de Bouvard , il calcule le lieu pour les anciennes et 
nouvelles observations. Il étab}it les équations de condi- 
tion qui indiquent pour chaque lieu Tinfluence qu'aurait 
un changement dans les quatre éléments d'Uranus, l'é- 
poque, le mouvement moyen, l'excentricité et le péri- 
hélie; il peut faire abstraction de la latitude, et consé- 
quemment aussi des noeuds et de l'inclinaison. Il examine 
après, si en adoptant des erreurs d'observations vraisem- 
blables et par de simples changements dans les éléments 
d'Uranus , on ne pouvait parvenir à concilier la théorie et 
l'observation. Dans l'impossibilité de parvenir à ce ré- 
sultat , il établit les équations de perturbation pour une 
planète inconnue, et dont la distance au Soleil soit le 
double de la distance ditFranus au Soleil. Il obtient ainsi 
huit inconnues , savoir les quatre corrections des éléments 
d'Uranus , les trois éléments et la masse de la planète in- 
connue. Par l'élimination des quatre éléments d'Uranus , 
il donne aux trois éléments de la planète inconnue, ex- 
centricité , périhélie et masse , la forme d'une fonction de 
l'époque de cette même planète. Il trouve qu'on n'obtient 
une valeur positwe pour la masse qu'en adoptant pour 
l'époque un arc renfermé entre deux limites déterminées, 
et débarrassant les anciennes observations de Flams- 
teed d'erreurs probables , l'époque cherchée est ramenée 
à être comprise entre a43 et aSo degrés pour le i®' jan- 
vier 1800 ; limites qui suffisent pour faire disparaître sen- 
siblement les différences entre la théorie et l'observation 
dans les quatre-vingts dernières années d'observations, et 
dans des essais numériques sur les autres éléments , on 
trouve toujours, pour la planète cherchée, une masse 
plus grande que celle d'Uranus. 
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Dans une seconde amélioration de ces résultats^ M. Le 
Verrier calcule les perlurbalions pour des valeurs diffé- 
rentes du demi-grand axe et de l'époque, et parvient 
ainsi à des éléments de la nouvelle planète , différant peu 
des précédents, et qui donnent un accord parfait entre la 
théorie et l'observation dans les anciennes et les nouvelles 
observations. 

M. Galle, en comparant le ciel avec la carte céleste 
académique du D'^ Bremiker, découvrit, le 23 septembre 
1846, la planète Neptune, de huitième grandeur, à en- 
viron 5o' du lieu calculé. Ce brillant résultat peut être 
considéré comme un véritable trophée pour M. Le 
Verrier, à cause de la grandeur du but, du choix ex- 
quis d'une méthode modèle et de l'heureux emploi des 
données. 

M. Airy a fait connaître, dans une Notice, qu'un An- 
glais nommé Adams, ayant fait€[es calculs analogues à 
ceux de M. Le Verrier, est parvenu au même résulta^ et 
que M. Challis, à l'observatoire de Cambridge, avait dé- 
couvert la planète d'après ces calculs. Cette Notice n'ôte 
rien au mérite de la découverte de M. Le Verrier, dont 
le travail a été publié avant la découverte de la planète. Le 
mérite de M. Galle n'en est pas non plus diminué^ il a 
employé tous les moyens disponibles pour découvrir la 
planète. Mais il y a là un témoignage favorable] à l'état 
actuel de la science; les progrès sont amenés parjplu- 
sieurs hommes distingués et n'étant pas confinés dans 
la personnalité individuelle , sont la conséquence de la 
marche que suivent les travailleurs en général. 

« Je crois devoir m' exprimer ainsi, parce que, selon 
» ma manière de voir, ce serait un dommage extrême si 
» cette découverte provenant d'un si bel accord entre la 
» théorie et l'observation, tendait à affaiblir ce lien. La 
» science empirique, l'observation, sera toujours la base 
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» fondamentale de raslronomie. Jusqu'ici, Tobservalion 
» seule , sans le secours de la théorie , du moins sans le 
» secours direct de la théorie, a fait connaître tous les 
» phénomènes -, la théorie est venue ensuite les expliquer, 
)) les réunir et montrer les points sur lesquels il fallait 
» dorénavant diriger Tattention, Sans les data de l'ob- 
» servation , la théorie ne peut rien déduire , et si elle est 
» parvenue à découvrir un nouveau corps céleste, ce 
» n'est que grâce à cent cinquante années d'observations, 
» et ce résultat brillant indique même la nécessité de 
» réunir les deux. D'ailleurs , pour une seule planète que 
» l'on doit à la théorie seule ,^ on en a six qui appartien- 
)) nent à l'observation (*) , et ce sera toujours sur celte 
» voie qu'on fera les plus nombreuses découvertes. Car il 
)) s'écoulera bien des années, on peut dire bien des siè- 
» clés, avant qu'on puisse espérer de faire une sem- 
» blable découverte, du moins pour des planètes plus 
» éloignées que Neptune. Soixante années d'observations 
» depuis la découverte d'Uranus ont pu faire découvrir 
» une anomalie, et donner lieu à des recherches qui 
» n'auraient pas abouti si Ion n'avait eu des observa- 
» lions remontant à quatre-vingt-dix années avant la 
ù découverte. Pour réunir les data, il fallait presque 
» une double révolution d'Uranus. On ne peut espérer de 
)) trouver des observations sur Neptune comme étoile 
» que dans V Histoire céleste ou chez Bradley, car 
» Flamsteed s'est raremenl occupé d'étoiles de huitième 
» grandeur. A cela, il faut ajouter que les perturbations 
» que peut subir Neptune d'une planète plus éloignée 
)) sont probablement plus faibles que les perturbations 
» d'Uranus par Neptune , et il faudra au moins une 



(*) Depuis que ceci est écrit (i8/|5), l'observation a fait découvrir 
vingt et une autres planètes. 
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» dizaine d'années pour connaître les éléments de Nep- 
» tune avec assez d'exactitude pour profiter de journaux 
» d'observations anciennes. Ainsi l'agrandissement de 
» notre système solaire , par la même voie , est placé dans 
» un avenir très-éloigné. » 

Observation du rédacteur. Le trismégisté Herschel 
doit son immortalité uniquement à l'obseryation, et nul- 
lement aux formules de la haute théorie , et toutefois il 
n'a jamais dénigré, décrié cette haute théorie, il n'a ja- 
mais cherché à en entraver l'enseignement. 

Il est à regretter qu'un célèbre calculateur en astro- 
nomie , qui n'a jamais fait d'observations et qui doit uni- 
quement, aux formules de la Mécanique céleste, sa 
grande réputation 5 il est à regretter, dis-je , que cet habile 
investigateur, que cet ingénieux et heureux coordonna- 
teur de données numériques, ait tenu envers la théorie 
une conduite opposée à celle de Tillustre Hanovrien, 
aussi admirable de génie que respectable de caractère. 



ANECDOTES SCIENTIFIQUES INÉDITES. 



Un jeune professeur de province, versé déjà dans la 
science du géomètre, mais peu versé dans celle du monde, se 
plaint d'avoir écrit à un académicien, sur un sujet scien- 
tifique^ sans qu'on ait daigné lui répondre. Pour le conso- 
ler, je lui dis qu'en effet toute lettre honnêtement écrite 
sur un sujet honnête , et particulièrement de science, mé- 
rite réponse. Voltaire correspondait avec des jardiniers. 
Ainsi l'exigent les convenances; mais le Talmud dit que 
ceux qui sont chargés du fardeau des sciences sont rfé- 
chargés du fardeau des convenances. Peu d'académiciens, 
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à ce que je crois, lisent le Talmud ; mais beaucoup en pra- 
ticpieut la maxime , comme feu M. Jourdain parlait prose 
sans s'en douter. Tout ceci m'a rappelé une anecdote qui 
m'a été racontée par Mathias Metternich (*), mon col- 
lègue à l'ancien lycée de Mayence. Né dans le pays, il en 
connaissait bien les traditions. 

Dans la seconde moitié du xvii® siècle, un maître d'école 
rurale dans les environs de Mayence rencontre quelques 
difficultés dans l'arithmétique qu'il enseignait aux enfants 
du village. Il en écrit à un homme considérable attaché 
à l'électeur de Mayence, et qui avait la réputation d'être 
très- versé dans les sciences de calcul. A quelques semaines 
de là, l'homme considérable s'excuse auprès du maître 
d'école, sur ses nombreuses occupations de n'avoir pas 
répondu plus tôt, et entre ensuite dans tous les détails né- 
cessaires pour faire disparaître les difficultés arithmé* 
tiques. 

Cet homme considérable se nommait Godefroy- 
Guillaume Leibnitz. Il était en relation épistolaire avec 
les personnes les plus éminentes de l'époque 5 il publiait 
des travaux sur presque toutes les branches des connais- 
sances humaines 5 il remplissait des fonctions diplomati- 
ques 5 il voyageait souvent-, et toutefois il trouve encore le 
temps et ne croît pas au-dessous de sa dignité de répondre 
à un maître d'école. Nos académiciens sont-ils plus occupés, 
plus élevés en dignité que Leibnitz .î^ On le dirait. 

Voici une autre anecdote publiée par quelques journaux- 
allemands, mais inconnue en France : 

Leibnitz étant attaché à l'élecccurde Hanovre, fréquen- 
tait la maison du banquier Israélite du prince. Un jour, 



(*) Auteur d'une Géométrie et de trois Dissertations sur la théorie des 
parallèles, sur le calcul de tt et un Mémoire de Frictione couronné par 
TAcadémie de Gottingue. Il a aussi traduit en allemand VÀlgcbre de La- 
croix. Mort vers 1816. 
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ce banquier lui propose de donner des leçons de mathé- 
matiques à un de ses commis qui montrait une grande 
aptitude pour le calcul. Leibnitz accepte la proposition, 
mais exige* une rémunération exagérée. Le banquier y 
consent. Alors, Leibnitz lui dit, en souriant, qu'il a voulu 
savoir quel prix un banquier mettait à renseignement 
des sciences-, qu'il se chargeait de soigner Finstruction 
mathématique du commis, s'il lui trouvait des disposi- 
tions , mais à condition qu'il ne sera jamais question d'une 
rétribution quelconque. Leibnitz prit le commis en telle 
affection, qu'il le fit loger avec lui, et lui donna pour con- 
disciple un comte hongrois-, il leur enseigna à tous deux 
les mathématiques et sa philosophie. L*Israélite, nommé 
Raphaël Levy, ne s'appliqua qu'aux mathématiques. 
Toutefois, il n'a publié qu'une Arithmétique commer- 
ciale (*). Le comte s'attacha particulièrement à la mé- 
taphysique, et il est mort fou. 

Lorsque la ville de Leipzig célébra , en i845, l'anniver- 
saire séculaire de la naissance de Leibnitz, on chercha 
un portrait de l'illustre philosophe pour en faire le buste. 
On ne trouva qu'un seul portrait, dans la famille du 
commis existant encore dans cette ville, et dont Leibnitz 
avait gratifié son élève (**). 



( * ) Kastner, dans son Histoire des Mathématiques, tonxe II , page 706, 
cite avec éloge cet ouvrage : Raphaël Lcvy rcchnungs méthode, herajisgegeben 
von Mejrer Aaron; Hanovre, 1783 (Méthode de calcul de R. Levy, éditée 
par Aaron Meyer). On y trouve un procédé ingénieux pour la règle de 
trois composée. 

( **) R. Levy est mort à Hanovre le 18 mai 1779. Il enseigna les mathé- 
matiques dans cette ville ; un de ses disciples, lord anglais, lui légua, par 
testament, mille écus, et, en cas de mort, à ses héritiers. Cette somme a 
été, en effet , remise à sa fille Eve , qui épousa, du vivant de son père, un 
nommé Jacob Hein. Celui-ci, après la mort de son beau-père, étant de- 
venu possesseur du portrait de Leibnitz , le vendit au gouvernement de 
Hanovre, lorsqu'il érigea un monument à Leibnitz par souscription. Hein 
a souscrit pour 200 écus. 
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M. le D*^ Gerliardi, de Sallzwedel, a découvert à Hanovre 
des manuscrits de Leibnitz-, il y a une lettre datée de 
Paris le 29 octobre 1675, dans laquelle Leîbnitz parle du 
calcul différentiel et intégral, et avec les signes aujour- 
d'hui généralement adoptés. C'est peut-être de ce jour 
qu'on doit dater la découverte de cette notation créatrice 
(Moniteur du 11 juillet i85i). Il a publié sa méthode 
en 1684 dans les Acta. 



THEOREME SUR LE PENTAGONE^ 

Par m. mention. 



1 . Théorème. Un pentagone donne lieu à cinq qua- 
drilatères en prolongeant ses côtés de deux en deux^ et 
chaque quadrilatère a une médiane ( * ) . Les cinq me- 
dianes se coupent au même point. 

M. Terquem a demandé une démonstration du théo- 
rème dont il s'agit, indépendante de la théorie des co* 
niques, et les Annales de 1847 renferment une Note de 
M. Paul Serret à ce sujet (page 22). Mais l'auteur fait 
usage des coordonnées , tandis que la géométrie pure doit 
suffire pour résoudre la question. U n'est, en effet, lit- 
téralement besoin que de regarder la figure. 

La méthode segmentaire que j'emploie ici exige quel- 
que attention : il ne faut jamais prendre au hasard les 
triangles destinés à établir le concours de plusieurs droites 
ou l'alignement de plusieurs points. Par exemple, Bo- 
bilier, dans sa Géométrie , prouve que les trois milieux 
des diagonales d'un quadrilatère complet sont en ligne 
droite, au moyen d'une construction auxiliaire qui enlève 

(*) J'appelle médiane d'un quadrilatère la droite passant par les 
milieux de ses diagonales. 

27. 
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à la démonstration une partie de sa simplicité. Cette pro- 
priété se conclut immédiatement du théorème de Pto- 
lémée^ je vais le montrer, parce que cela n'est pas étran- 
ger à mon objet principal. 



Fig. I. 




Soit donc pris le triangle GHK [fig^ i ) , ayant pour 
sommets les milieux des côtés du triangle BEC formé avec 
trois côtés du quadrilatère ABCD. Ses côtés rencontrant 
les diagonales aux milieux de celles-ci , on est conduit à 
faire voir que Ton a 

GM KL HN_ 
MK ' HL * GN ~" ^ ' 

Or les six termes du premier membre de cette égalité sont 
les moitiés des segments déterminés par la sécante ADF 
relativement au triangle BCE : ces termes seront donc 
assujettis à la même relation que ces segments. 

2. Quant au pentagone , proposons -nous de former un 
triangle tel^ que trois d'entre les cinq médianes aillent 
aboutir à ses sommets, qui pourront être trois milieux 
consécutifs des côtés du pentagone tracé avec les ren- 
contres de ceux du proposé. 

ABCDE (Jig. 2) est le pentagone donné , FGHIK est le 
pentagone formé par les diverses rencontres des côtés 
du premier. Soient L, M, N les milieux des côtés IK, 
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IH , HG. Les médianes NX, LX', MX" se rapporteat aux 
quadrilatères KEDC, ABEG, AFDE5 elles coupent les 
côtés du triangle LMN en X , X', X'^ 
On doit avoir * 

MX LX/' NX' __ 
LX "NX" *MX'""'* 

Soit OL le milieu de KD5 les lignes La, MX', IG étant 
parallèles, j'écris les proportions 

MX_ La _IG 
^'^ LX"~MN""ID* 

Soit |3 le milieu de AG 5 les lignes NjS , MX étant paral- 
lèles, j'écris encore 

■ NX/ __ N| _ AH 

^^^ MX'^ML'^KH' 

Soit i le point d'intersection des droites MX" et N (3, 
il me vient d'abord 

LX^' _ML 
NX""" N^' 

Mais le milieu y de AD est sur MX", et les trois lignes 
y(3 , IG, MN sont parallèles; donc 

Np_^ _pG 
5B "~ MN ~ IG ' 



d'où 

et 

(3) 



N^_IG 
Np""ID' 

ML ML.ID HK.ID 



N^ Np.IG AH.IG 

Conséquemment , le produit des rapports (i) , (2), (3) 
est égal à l'unité. c. q. f. d. 
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Fig. 2. 




Remarque, Les conditions pour que les cinq médianes 
soient parallèles découlent très-simplement de notre dé- 
monstration. Ainsi les deux lignes MX et NX' seront 
parallèles si 

MX MX' 5^ — !5 

LX "~ NX' ^" AH ~ Ïd' 
De même, 

KH_IF 

kë~ïb'" 

A proprement parler, ce sont les conditions de circon- 
seriptibilité d'un pentagone à la parabole , et , au fond , 
on retombe sur la propriété si connue de cette courbe, 
qu'une tangente quelconque intercepte sur les deux côtés 
d'un angle circonscrit des segments proportionnels. 
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Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
se trouvent chez Mallet-Bachelier , libraire , quai des Augustins , 55. 



Précis des OEuvres mathémaiiques de Pierre Fermât 
ET DE l'Arithmétique de Diophawtej par M. E, Bras- 
sine, professeur à TEcole impériale d'artillerie de Tou- 
louse, de r Académie des Sciences de cette même ville. 
Toulouse, i853-, i vol. in-8° de i64 pages, 2 planches 
lithographiées. Prix : 3 fr. 5o c. 

(( Pierre Fermât, dit M. Brassine dans son introduc- 
tion (pages I à 10), est considéré par les premiers géo- 
mètres de notre époque comme l'inventeur du calcul infi- 
nitésimal et comme le fondateur de la théorie des nombres. 
Ses découvertes géométriques et ses théorèmes d'arithmé- 
tique, qui sont encore aujourd'hui un sujet de recherches 
et de méditations pour les savants, sont développés et énon- 
cés dans le recueil de ses Mémoires publiés il y a près de 
deux siècles (en 1679), et dont on trouve quelques rares 
exemplaires dans les principales bibliothèques. Une 
nouvelle édition de ces précieux fragments était devenue 
depuis longtemps nécessaire-, le Gouvernement, convaincu 
de son utilité, présenta en i843 (i^*^ et 19 juillet), aux 
Chambres législatives, un projet de loi dans lequel un 
crédit de iSooo francs était demandé pour la réimpres- 
sion, aux frais de l'Etat, des OEuvres complètes de P. 
Fermât. Le projet de loi fut voté sans discussion et à une 
grande majorité^ malheureusement, des circonstances et 
des difficultés que nous ne connaissons pas empêchèrent 
rdîbt de ce vote, et la réimpression n'eut pas lieu. 
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« Peul-éire la Commission chargée de préparer la nou- 
velle édition a-t-elle hésité, ^près avoir examiné le texte 
original , à faire réimprimer des fragments écrits en latin 
sous une forme abandonnée et avec des notations incom- 
modes qui en rendent Tétude pénible et difficile... (*). » 

Le silence d'une Commission peut être interprété de 
plusieurs manières ; celle que nous venons de citer est as- 
surément Tune des plus charitables et fait honneur à l'es- 
prit bienveillant de M . Brassine. Quoi qu'il en soit , le sa- 
vant professeur de Toulouse, adoptant les motifs présumés 
de la Commission, en a conclu, non pas qu'il n'y avait rien 
à faire, mais qu'un Précis où l'on trouverait, sous une 
forme substantielle et avec des notations commodes , les 
principaux travaux de Fermât, serait plus utile qu'une 
simple réimpression des OEuvres du grand géomètre , et il 
a entrepris l'ouvrage dont nous allons tâcher de donner 
une idée à nos lecteurs. 

La première partie (pages 1 1 à 46) est un résumé com- 
plet des Mémoires renfermés dans les Varia opéra ma" 
thematica publiés à Toulouse en 1679 par Samuel de 
Fermât, fils de l'auteur. On y trouve, sous le titre dî* In- 
troduction aux lieux plans, un Traité concis de géomé- 
trie analytique, comprenant la théorie de la ligne droite 
et des courbes du second degré; deux Mémoires d'algèbre, 
contenant une première ébauche de la théorie générale de 
l'élimination, et un procédé pour débarrasser les équa- 
tions des radicaux qu'elles renferment; deux fragments 
sur la méthode de niaximis et minimis^ sur les tangentes, 
sur les quadratures , premiers linéaments de la méthode 
infinitésimale; divers articles de géométrie ancienne. 
M. Brassine fait ressortir avec beaucoup de clarté tout ce 



(*) Ces inconvénients sont réels; mais un bon commentaire les ferait 
dispara ttro« 
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qui appartient en propre à son auteur; mais peut-être 
aurait-il dû distinguer plus nettement ce qui est résumé 
de ce qui est citation textuelle. 

La seconde partie (pages 47 à i3i) contient les énoncés 
des propositions qui entrent dans les six livres de Dio- 
phante , et offre aux professeurs une très-belle collection 
de problèmes arithmétiques. Les observations de Fermât, 
si riches de beaux théorèmes , malheureusement sans dé- 
monstration, ont été traduites avec soin. C'est là surtout 
que Fermât s'est montré créateur. 

La troisième partie (pages i3i à i64) renferme des ex- 
traits des Lettres de Fermât, et ce n'est pas la moins in- 
téressante. Il règne, dans la correspondance des grands 
géomètres du xvii® siècle, une simplicité, une candeur 
qui les font autant aimer qu'admirer. A une profonde vé- 
nération pour leurs devanciers, ils joignaient une vive 
ardeur pour la découverte des vérités nouvelles : conci- 
liant ainsi deux excellentes choses, la tradition et le pro- 
grès. On ne les voit point reprocher à la science d'être 
trop étendue ou trop abstraite, ni l'accuser d'inspirer 
l'orgueil ou de frapper les esprits de stérilité. Ces fa- 
meuses découvertes appartiennent au xix* siècle, qui , s'il 
est modeste, ne devra pas trop s'en vanter (*). 

M. Brassine nous paraît avoir complètement atteint le 



(*) « Quelques géomètres yeulent que Tintelligence des élèves soit obli- 
gée de déduire toutes les vérités de leurs principes les plus abstraits, et 
qu'elle s'assouplisse par cette gymnastique qui la rend à la fois plus sub- 
tile et plus féconde en ressources pour l'argumentation. Cette méthode 
réussit à quelques esprits rares, mais elle décourage le plus grand nom- 
bre; elle inspire un orgueil d'autant plus dangereux à ceux qu'elle n'ar- 
rête pas, qu'elle les frappe presque toujours de stérilité sous le rapport de 
Vinvenlion; elle fait naître chez la plupart des élèves une foule d'idées 
fausses, ou, du moins, elle les dispose à en devenir les victimes. * 

L'auteur du Rapport auquel nous empruntons ce passage est un chi- 
miste très-estimé; mais, comme en géométrie, il n'y a pas d'autre auto-. 
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but qu'il s^était proposé, savoir de faire connaître les tra- 
vaux du grand géomètre dont la France s'honore. Quel- 
ques monographies de ce genre seraient extrêmement pré- 
cieuses pour l'histoire des mathématiques. 

E. Prouhet. 



Della Yita et delle Opère di GuidoBonatti, astrologo 
ed astronomo del secolo decimoterzo ; kotizee râc- 
COLTE DA Baldassarre Boncompagni, Roma , i85i ; 
în-8 de 267 pages. 

C'est le recueil le plus complet et le mieux discuté de 
tout ce qu'on a publié sur ce singulier personnage, qui 
jouissait d'une grande réputation au xiii® siècle. Il est né 
à Cascia, village de la Toscane, dans le Val d'Arno. Etant 
du parti des Gibelins, il fut fort maltraité par les Guelfes 
et forcé de quitter Florence \ il habita longtemps à Forli , 

rite que celle de la raison, et que les princes mêmes de la science se dis- 
cutent, nous ne croyons pas être trop hardi en joignant à l'endroit cité 
les observations suivantes : 

Quelques géomètres : Lisez Lagrange, Laplace, Poisson , etc., c'est-à- 
dire nos plus grands géomètres. 

Les principes les plus abstraits : Le mot abstrait semble pris ici dans son 
acception vulgaire , comme synonyme de difficile* Les grands géomètres 
donl nous venons de parler pensaient que les principes les plus généraux, 
et, par conséquent, les plus abstraits, sont les plus faciles à saisir. Je n'ose 
pas leur donner tort. 

Ceux qu'elle n'arrête pas : Sont-ce les esprits rares dont on vient de par- 
ler et auxquels la méthode réussit? Singulière manière de réussir ! 

Orgueil : Terme impropre. La connaissance de la vérité fait naître une 
vive satisfaction, mais elle n'inspire pas l'orgueil, maladie de l'esprit, due 
ordinairement à des avantages imaginaires ou d'une importance très-con- 
testable. 

Stérilité sous le rapport de l'invention : Pourquoi les auteurs de la nou- 
velle réforme pédagogique, qui tiennent tant à l'esprit d'invention, ont- 
ils banni les problèmes, reconnus si propres à le développer? On les a 
remplacés par la règle à calcul. Nous admirons autant qu'un autre cet utile 
instrument; mais nous doutons qu'il puisse donner beaucoup d'idées aux 
ingénieurs. - F, 
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qu'il adopta comme nouvelle patrie , en reniant l'an- 
cienne, et il prit le titre de Forilmensis. On ne con- 
naît pas Tannée de sa naissance. On a la certitude qu'il 
existait déjà en i223. Il a été astrologue d'un certain 
comte Guido de Montefeltro , qui s'est emparé, à la ma- 
nière italienne, du souverain pouvoir à Forli, et qui a 
fini ses jours dans un cloître. Il paraît qu'il a fait aussi des 
prédictions à l'empereur Frédéric. Après avoir séjourné 
longtemps à Bologne , il est venu à Paris, où il a donné des 
leçons publiques d'astronomie. C'est en revenant de cette 
ville , et allant à Césène, qu'il fut assassiné sur le grand 
chemin. On ne connaît pas non plus Tannée de cette 
catastrophe 5 mais il est mort très -âgé vers la fin du 
XIII® siècle. Il y a trois éditions de son ouvrage : la pre- 
mière édition a été publiée à Augsbourg par Errard Rad- 
tolt, en 1491. C'est un volume grand in-4° de 4^2 pages, 
en caractères gothiques , sans pagination et sans réclame. 
Sur le recto de la quinzième page , on lit le titre : Guido 
Bonatus de Forlmon, Decem continens tractatus astro- 
nomiœ, La deuxième édition est de Venise, iSoS^ la troi- 
sième édition est de Baie, i55o. Le savant auteur de la 
Notice décrit avec beaucoup de soin ces éditions; il existe 
aussi une traduction allemande et des traductions fran- 
çaises de certaines parties de cet ouvrage , excessivement 
rare. L'histoire littéraire s'est enrichie ici d'une précieuse 
acquisition. Puisse l'illustre érudit nous faire connaître 
de même les richesses de sa vaste bibliothèque mathé- 
matique, en y mettant la scrupuleuse conscience que 
tout le monde devrait et pourrait avoir, et cette critique 
judicieuse, qui est un don providentiel. L'exécution ty- 
pographique de ce Mémoire est d'une rare perfection. Cet 
accessoire est très- essentiel quand il s'agit de reproduire 
fidèlement l'écriture gothique des manuscrits du moyen 
âge. 
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On bisectant axes, and their relation to the radical 
axes of two or more given circles , by t.-z*. ttu- 
hinson, F. B. A. S. Burnley. London, iSSa; in-12 
de II p. , figures dans le texte. — Sur les axes bissecteurs 
et leurs relations auec les axes radicaux de deux ou 
de plus de deux cercles. 

Les théorèmes étant d'une extrême facilité, l'énoncé 
suffit. 

\ . Définition, Une circonférence B est dite bissectrice 
de la circonférence A lorsqu'elle passe par les extrémités 
d'un diamètre de celle-ci. 

2. Théorème. Le lieu des centres d'un cercle varia- 
ble B passant par un point fixe P, et bissecteur d\in 
cercle donné A , est une droite. 

Cette droite est nommée axe bissecteur. 

3. Théorème. Le lieu des centres d'un cercle bissec- 
teur de deux cercles donnés est une droite. 

Cette droite est l'axe bissecteur des deux cercles. 

4. Théorème. L'axe bissecteur et Vaxe radical de 
deux cercles sont à égale distance du milieu de ta droite 
qui joint les centres. 

5. Les trois axes bissecteurs de trois cercles passant 
par le même point , il y a là matière à beaucoup de ques- 
tions pour les élèves. 

A cette occasion, nous recommandons à tous ceux qui 
veulent s'exercer dans la bonne géométrie, le recueil 
de quatre cent cinquante théorèmes et problèmes que 
M. E. Catalan a classés avec tant de méthode, démon- 
trés et résolus avec tant de sagacité et d'adresse, dans la 
seconde édition des ITiéorèmes et Problèmes Ag LaFre- 
moire ^ ouvrage nouveau et d'une utilité vraiment clas- 
sique. Dans une troisième édition, on pourrait ajouter 
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les théorèmes si féconds sur les faisceaux lioraographi- 
ques et les polyèdres étoiles y et même les corps dits archi- 
médiques, qui facilitent l'étude de la cristallographie 



NOTICE HISTORIQUE SUR LE GRIRLE D'ÉRATOSTHÉNES C'), 

Par m. a. de POLIGNAC, 

Élève de TÉcoIe Polytechnique, aujourd'hui élève à TÉcole d'application 
de Tartillerie et du génie , à Metz. 



Ératosthènesflorissait en Egypte du temps d'Archimède^ 
son savoir immense lui valut d'être nommé , par le troi- 

( * ) Ératosthènes est né à Cyrène dans la 126® olympiade ( — 276); il fut 
placé à la tète delà Bibliothèque alexandrine par Ptolémée Évergète, dans 
la 189* olympiade ( — 226) ; il occupa cette place sous le règne entier de 
Philipator et jusqu'à la 10® et 12® année de Ptolémée Épiphanes. Sa vue 
s'étant considérablement affaiblie, il s'est laissé mourir de faim l'an — 194 
ou — 196. Voici la liste des ouvrages dont les noms se sont conservés : 

!<*» KaT«ta-Tffio7«»f, Description des astres et leur histoire fabuleuse, Cqsï 
le seul ouvrage qui nous soit parvenu ; la première édition a été entre- 
prise par J. Fellus, Oxon, 1672; in-8, avec des Notes. On le trouve avec 
une traduction latine dans les Opusculu Physica et Ethica, de Thomas 
Galeus; Amst., 1688; in-8. Le P. Petau a inséré cet ouvrage dans son 
Vranologia; Paris, i63o; et réimprimé, Amst., 1708; in-fol. Il en attaque 
l'authenticité, parce qu'on y trouve : i® le nom d'Hipparque j 2° le nom du 
mois de juillet, postérieur à Ératosthènes; 3<> le mot barbare ÀTnKT^onoS'iovt 
par lequel les Grecs plus modernes ont désigné Orion ; 

2°. AfiB/xmtitii ; citée par Théon de Smyrne, Jamblique, et d'autres ; 

3^. KfX^riKTOiiKOVf de l'Architecture ; cité par Sophocle, scholiaste 
d'Apollonius; lib. I, v. 29 ; 

4^. Ao^poTO/Aist; cité par Suidas; 

5<>. r«»yp*yoo/«c»x, Geographica; citée par plusieurs et par César, de 
Bel h Gallico, VI, 24 ; 

6*>. rya/AOf»;t*î attribué à Ératosthènes, d'après un endroit de Censo- 
rinus; 

7<*. Ko^;tiioy, Cribrum arithmeticum; la construction nous a été conservée 
par Nicomaque; Arithm., lib. I, cap. 17; il paraît que c'est extrait de 
l'arithmétique ( 2® ) ; 

S®. E'ttÎo-toXxi ; Lettre à Hégétore, Lacédémonien ; citée par Macrobc; 
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sième Ptolëmée, bibliothécaire de la célèbre bibliothè- 
que d'Alexandrie. Il excellait à la fois dans la philoso- 
phie, les mathématiques, Féloquence, la poésie et dans 
la science des antiquités^ aussi est-il désigné parfois sous le 
nom de mvra^y^oç (*) : c'est ainsi que les anciens nommaient 
ceux qui, aux jeux olympiens, avaient été vainqueurs à la 
fois dans les cinq exercices. 

Ses travaux mathématiques , dirigés principalement 
vers l'astronomie et la géométrie, lui méritèrent d'être 
associé dans Tadmiration des an^'iens aux trois célèbres 
géomètres : Aristée, Euclide, Apollonius. Il travailla 
moins la science des nombres que Pythagore ou Dio- 
phante, mais il laissa cependant sur ce sujet une méthode 
fort ingénieuse pour trouver indirectement tous les nom- 
bre? premiers. 

Je n'expliquerai point ici cette méthode , qui mainte- 
nant se trouve dans plusieurs Arithmétiques, et que les 
anciens désignaient sous le nom de Crible d'Ératosthènes, 
attendu qu'Eratostbènes arrivait à la connaissance des 



V, 21 ; à Ptolémée, sur la Duplication du cube; conservée par Eutocius 
dans son Commentaire sur la sphère d'Archimède, et éditée par Fellus, 
nommée ci-dessus; 

90. Ilipi xeniMf To/i»y, sur les sections du cône; cité par le commen- 
taire de Proclus sur Euclide, lib. II, p. 3i: c'est le seul passage qu'on cite 
ordinairement pour montrer qu'Ératosthènes a traité des sections coni- 
ques ; mais ce passage est relatif à la Lettre sur la duplication du cube , 
adressée à Ptolémée ; 

10°. Mirpua-tiç , Dimensions des planètes; citée par beaucoup d'anciens, 
Vitruve, Pline, etc. 

Ceux qui désirent plus de détails doivent consulter la Bibliothèque grec- 
que de Fabricius; tome IV, pages 1 17-137, nouvelle édition, 1796. Tu. 

(*} Il fut aussi surnommé ^«t* ; les uns disent parce qu'il occupe dans 
toutes les sciences au moins la seconde place ; d'autres parce qu'il était le 
second bibliothécaire en chef de la bibliothèque alexandrine. Le premier 
fut Zénodote, le second Ératosthènes , le troisième Apollonius, et le qua- 
trième Aristonyme ; cependant on n'a pas surnommé Zénodote par la 
lettre a, etc. Tu. 
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nombres premiers par rexclusîon de tous ceux qui ne 
l'étaient pas. Depuis , quelques auteurs ont travaillé là- 
dessus , mais sans rien ajouter d'intéressant à ce qu'avait 
fait l'inventeur. 

Ces auteurs sont : i° Nicomaque de Gerasè, qui vivait 
dans le iv^ ou v® siècle, et qui , dausson E'<V«f«p) a' f^têfitirtic^ ^ 
tout en cliercliant à amplifier le principe d'Ératosthèncs, 
l'a un peu dénaturé ^ 

2*^. Johannes Grammaticus, commentateur de Nico- 
maque ^ 

3^. Bœtius (Boëce), dont le Traité sur l'arithmétique 
(Isagoge. j4nthm,j Beotii, Arithm., lib. II) , n'est guère 
qu'un abrégé de celui de Nicomaque ; 

4^. Enfin Horsley, qui lut, en 1772, un Mémoire (im- 
primé dans le tome LXII des Philosophical Transactions, 
pages 327 et suivantes), ayant pour titre : « KOSKINOP 
EPATO20ENOY2 , on the siei^e of Eratosthenes ^ Being an 
account of his method of finding ail ihe prime num" 
bers; by the lieu . Samuel Horsley. F. R. S. (*). » 

Horsley s'eflbrce, dans cet ouvrage, de rétablir le véri- 
table esprit de la méthode d'Eratosthèncs, méthode qu'il 
regarde comme un des plus précieux legs de l'antiquité. 
Il remarque que cette méthode était à peine connue de 
son temps. C'est donc peut-être à Horsley que nous som- 
mes redevables de la vulgarisation de cette découverte. 
Au reste, l'auteur anglais n'a absolument rien ajouté de 
son propre fonds ; il se contente de donner, comme ap- 
partenant à Eratosthènes, exactement le même procédé 
qu'on enseigne aujourd'hui dans presque tous les cours. 

Horsley, pour donner un exemple de cette méthode, 
écrit les nombres impairs consécutifs de 3 à 157. Dans 
ce tableau^ il raye les termes de 3 en 3 , mais non com- 

(*) Éditeur des OEuvres de Newton. Mort en 180C). Tm. 
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pris 3, de 5 eu 5, mais non compris 5, et ainsi de suite 
pour 7 et 1 1 . Alors il remarque que tous les nombres 
non rayés, et ceux-là seuls, sont premiers dans le tableau 
considéré. 

On pourra voir clairement en quoi la méthode que 
j'emploie pour l'étude des nombres premiers diffère du 
procédé d'Ératosthènes -, en effet, le savant grec n'ayant en 
vue que de trouver le plus vite possible un grand nom- 
bre de nombres premiers, ne s'arrête pas, après un cer- 
tain nombre d'opérations, pour examiner dans quel ordre 
se suivent les nombres rayés et non rayés dans la suite 
infinie des nombres inipairs. Or, c'est là dedans que con- 
siste toute la méthode de la diatomie; il était donc im- 
possible qu'Eratosthènes trouvât aucune loi dans son 
Crible (*). 

Legendre, dans son Essai sur les nombres (2® édition), 
lorsqu'il croit démontrer que, dans toute progression 
arithmétique, il y a une infinité de nombres premiers, 
s'appuie sur des considérations qui auraient dû le con- 
duire aux suites diatomiques s'il les avait poussées plus 
loin 5 mais l'idée de périodicité lui a manqué , et c'est à 
cela qu'il faut attribuer Tinexactitude de sa démonstra- 
tion. 

Je n'ai pas connaissance d'autres ouvrages se rappro- 
chant de la considération des suites diatomiques. Je suis 
donc fondé à croire que cette méthode est entièrement 
neuve , ou du moins qu'elle emprunte bien peu de chose 
au Crible d'Ératostbènes (**). 

(*) Vo/r t. VllI, p. 423. 

(**) Dans l'ouvrage de l'abbé Privât de Molières : Levons de Mathéma- 
tiques nécessaires pour Vinlelligence des principes de Physiques qui s'ensei- 
gnent actuellement au Collège royal, 1726 , in-12, on trouve des procédés 
rapides pour former une Table de nombres premiers. Prouhet. 



( 433 ) 
SUR (INE PROPRIÉTÉ DE MAXIMDX RELATIVE A LA SPyÊRE; 

Par m. OssiAN BONNET. 



M. Jellett, dans le cahier du Journal de M. Liouville 
qui vient de paraître, a essayé de déduire, du calcul des 
variations , ce théorème connu : Parmi toutes les sur- 
faces FERMÉES de même contour^ la sphère est celle qui 
comprend le plus grand volume. Pour cela, Thabile géo- 
mètre de Dublin se propose de démontrer que la sphère 
est la seule surface fermée dont la courbe moyenne soit 
constante. La question ainsi posée paraît présenter de 
très-grandes difficultés; aussi M. Jellett n'a-t-il pu en 
venir à bout qu'en se bornant à considérer des surfaces 
fermées telles, que des droites, issues d'un point de leur 
intérieur, ne les coupent qu'en un point. Or, il me 
semble, tout en reconnaissant Timportance de la ques-^ 
lion traitée par M. Jellett, qu'on peut éviter ces difficultés 
quand il ne s'agit que d'établir la propriété de maximum 
relative à la sphère, et arriver simplement au but de la 
* manière suivante. 

L 

Soit A la surface fermée qui , parmi toutes celles qui 
ont une étendue égale à 4 ^«*? comprend le plus grand 
volume. Cette surface devra satisfaire à la condition 

R et R' étant les rayons de courbure principaux, et b une 
constante. 

Mais au moyen d'un théorème démontré par M. Jel- 

Ànn. de Mathémat.y t. XII. (Novembre i853.) a8 
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lett, on voit facilement que S étant Tétendue, et V le vo- 
lume de la surface A, on doit voir, par cela même, que 
cette surface remplit la condition (i) 

ou bien , d'après la valeur de S, 

Gela nous montre déjà que b doit être ^a^ car sans cela 

la sphère de surface 4^^* aurait un volume ^Tta' plus 

grand que le volume de la surface A, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

D'un autre côté, si Ton met Téquation (i) sous la 
forme 

" b' RR'^ 



(r R') 



que l'on multiplie par Félément dS de la surface A et 
qu^on intègre en étendant l'intégration à tous les éléments 
de la surface , il viendra 

Soubien 47r«» = 47r^'4-j / / (à"" F') ^^' 
car 

77 = 4^^ 



flÊ 



d'après un théorème démontré pour la première fois par 
M. Olinde Rodrîgues dans la Correspondance de l'École 
Polytechnique. Donc 

b^a; 

rapprochant le résultat de celui qui a été obtenu plus 

haut , on en conclut 

b := a^ 



par 



suite 



et enfin 
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I 1 



ce qui prouve que la surface A est une sphère. 

II. 

On peut établir plus simplement que ne le fait M. Jel- 
lett le théorème au moyen duquel il prouve que, pour 
toute surface fermée satisfaisant à Féquation (i), on a, 
entre le volume V et la surface S, la relation 

v = |s. 

En effet, soient V le volume compris dans une surface 
fermée quelconque A, r le rayon vecteur de cette surface 
issu d'un point de son intérieur, c?S son élément super- 
ficiel, a l'angle de la normale extérieure avec le rayon 
vecteur r^ on a, comme on sait, 

3V=://*rcosarfS, 

l'intégrale étant étendue à tous les éléments de la surface. 
Considérons maintenant la surface obtenue en dilatant 
d'une quantité infiniment petite an la surface A-, on aura 
de même, pour celte seconde surface, 

3( V -h SV) = ff[rcos a ■+- ^ (rcos o^] (riS -f- ^^S), 

d'où 

3d\=ffd[rcosa)dS'i-ffrQOS0LSdS. 

Or 

28.. 
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donc 



.S = Jj;cosa(i+^.)^S. 



C'est le théorème de M. Jelletl. 

Si, au Heu d'une surface fermée, on considérait une 
portion de surface A terminée à un contour fermé C , en 
appelant V le volume compris entre cette portion de sur- 
face et le cône qui a la courbe C pour base et l'origine 
des rayons vecteurs r pour sommet, on aurait encore 

3V=//rcosa^S, 
puis 

3 (î V =://^ (r ces a) ^S -t- //'r cos a^rfS , 

et enfin 

§{rcosoL) = Sn, SdS = ( 4 + ^ ) ^^^^S; 

mais (î V ne serait pas égal à S(îw, comme précédemment; 
cet accroissement se composerait en outre d'un petit vo- 
lume qu'il est très-facile d'évaluer et que Ton trouve 
égal à 

Bnfpds, 

ds étant l'élément du contour C, p la perpendiculaire 
(avec un signe) abaissée de l'origine des rayons vecteurs /', 
sur le plan mené par la tangente à la courbe C, norma- 
lement à la surface A, et l'intégrale étant étendue à tous 
les éléments de la courbe C-, de telle sorte que Ton a 
alors 

2S = J J rcosa (^ ^ ^ dS -fpds. 

Celte relation , plus générale que celle qui a été obtenue 
plus haut et qui donne une interprétation géométrique 
d'un autre résultat de M. Jellett, peut être utile dans 
différentes circonstances. 
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On peut d'une manière analogue ddduire de Tégalilé 

(2) 2S=J*jrcosa^i-4-~)rfS, 

un dernier théorème de M. Jellell, d'après lequel 

En eiTet, appliquons la relation (2) à deux surfaces paral- 
lèles infiniment voisines-, nous aurons 

*^S = jy*(rcos«) (i H- ^,) JS 

ou bien , en remarquant que 

SS = ^""fflfi + g>) ^S, ^(rcosa) = an. 



il vient 



^//(-o,«)^=J/(i+^,)rfS, 



comme il fallait le démontrer. 

Je terminerai par cette remarque qui , je croîs, n'a pas 
été faite : Toute surface dans laquelle le produit des 
rayons de courbure principaux a la même ^valeur, est 
parallèle à une surface de courbure moyenne constante. 
En effet, soit 

I I 2 

Téquation d'une surface à courbure moyenne constante^ 
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si nous dilatons la surface de la quanti lé "9 l'équation 



a 
2 
précédente deviendra 



4 



NOTE SDR LES DÉRIVÉES DE LOGx ET ARC TANGx ET SIIR 
LEDRS DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE; 

Par M. l'Abbé SOUFFLET, 
Professeur, docteur es sciences mathématiques. 



1°. Rappelons d'abord que 

il"* — — j^** 

m étant entier et positif. Si l'on fait j:i = x, ou aura, 

limite de -^ ? ou dérivée de a:"*= Twar^"*. Ainsi la 

dérivée de x sera x° ou i , celle de a:* sera 2 x, et en gé- 

x"* — j;"* 

néral celle de ax"" sera limite de ax-^ > ou max""'^. 

jr, — or 

Réciproquement, 0:©, :c, x*, a:', etc., délivreront respec- 

jp3 ^3 ^ 

tivement de x, — > 0-' /"• 
204 
2*^. La dérivée de log x est, par définition , la limite de 

log^x-h/O— loga? j ^^\^ x) , log(i-f-a) 
^' / 2- , ou de ^^ ^> ou de -^^^ -S 

si Ton fait h=zax^ oc et h étant infiniment petits en 

même temps. 

f Or les progressions logarithmiques 

I :(n.a):(H-a)»..., 
O. Xa • 2^a..., 

donnent, par définition, 

1-9. =log(i -ha), 
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quel que soit oc *, donc la dérivée de 

Aa k 

puisque nous avons 

I 

il s'ensuit que (i + a)^ est la base du système logarith- 
mique dont le module A = i , et en la désignant par e, 

nous aurons 

k =log^. 

3*^. Il est évident que la dérivée de log(i4-x) est 

7 9 puisque , en remplaçant i + x par y^ on serait 

ramené au cas précédent. Or, une simple division de i 
par i + x donne 

ï -i-x ^ ' 

pour dérivée de log (i + x) -, donc , réciproquement, 

1 / . . (x x^ x^ x* \ 

log(,+x) = *(^--- + 3— ^ + ...j. 

Du reste, on sait transformer cette série en une autre 
très-convergente pour une valeur quelconque de la va- 
riable plus grande que l'unité. En supposant /: = i , on 
calculera donc / 2 , et , par suite , / 4 9 ' 5 ; d'où l'on dé- 

duira/ioetr — pour valeur numérique du module k 

dans le système dont la base est ici. Le module une fois 

connu, la même série donnera les logarithmes vulgaires. 

Remarque. Il semble peu naturel de définir le nombre 

c par le binôme I i H \ considéré seul en dehors dea 
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progressions logarithmiques et de le calculer d'avance^ 

Nous préférons la marche précédente , puisque l'on évite 

ainsi d'employer les séries avant les dérivées. (Voir les 

Dérivées et les séries simplifiées^ chez Mallet-Bachelier.) 

4°. On a 

sinx, sinx sinfxi — x) 
tam; Xi — lanfir x = = — ^^ : 

• ^ COSX, COSX COSXiCOSX 

donc la dérivée de Tare x par rapport à taug x ou la 

limite de ! é£;ale la limite de 

tangx, — tangx ^ 

Xx — X ,11 

X ces X, ces X = COS' X z=z =r 9 



sin(x, — x) sec'x j -H *** 

taiigx étant remplacée par u. 

5**. En divisant i par i -t- m'^ cette dérivée devient 
I — «»-h tt<— a«-h. ... 
Donc réciproquement l'arc tang u ou x égale 

1*3 1*5 uP u9 

a — ■5--+--= 1 ••• 

3579 

Si l'on fait u = -p ^ cette série donnera la valeur d'un 
5 

arc «correspondant; mais 

5 ^ , 120 

tanc 2 a = — j tang 4 a = j 

^ 12 ^ 119 



et 



et si l'on pose 



I 

239 



la série précédente donnera la valeur de 



loric 



ou 
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4 arc tang ■= — arc tang —5- » 
o 109 



n 



, /l 1 I I \ 

^(J: L__^...V 

\239 3.239' J 



SOLUTION DE LA QUESTION 273 

(TOir t. XIÎ, p. S59); 

Par m. l'Abbé PEPIN, 
Du petit séminaire d'Iseure. 



Le triangle ABC a un sommet fixe A , un angle con- 
stant A, les sommets B et C sont sur une droite fixe : 
quelle est l'enveloppe du cercle circonscrit au triangle ? 

Prenons pour origine le point A , et pour axe des x la 
perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite fixe. 
Soit p la longueur de cette perpendiculaire AP, soit a 
l'angle que la droite AB fait avec l'axe des x. Les coor- 
données des points B et C seront 

Pour B ( "^ ~ ''^ pour€ i , ~''' 

(/=:/? tang a; '^ ( j" = ptang(A -h a). 

Le cercle circonscrit, passant par l'origine A, aura pour 
équation 

j:' -f- j' — ^ax — 2,bjr =z o. 
Les coordonnées a et i du centre seront 



b=^ [tanga -h Ung (A -h a)], 
a =î-[i — tang a. tang (A + a)], 
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et réquation du cercle deviendra 

J?*4-J^* — P^[i — tanga.tang(A-f- a)] 
— /?r-[tanga -h tang(A -h a)] = o, 

ou bien, en séparant l'arc a, et posant tang A =: m, 

itang' a ,/? (x -f- my) — tang a [m (x^ — npx -h /*) -h ^px] 
-h [{x'-^x') '-p{x -h my)] = F (x, j, a) = o. 

En éliminant Tangle a entre cette équation et sa dérivée 

rfF 2 tang a , , 

dcL cos^a ' ^ ' 

on trouvera , pour équation de Tenveloppe , 

[m [x"— ipx +r') + 2/?r? — 4/'(-^' •+•/') (^ + my) 
H- 4/>' («^ -H rnyY = o. 

Si, après avoir effectué les calculs indiqués et les réduc- 
tions, on divise par m' et qu'on ait égard à la relation 

1-+-/»^ i-l-tang'A I 

m} tang' A sin*A 

on pourra mettre Téquation de l'enveloppe sous la forme 
suivante : 

(2) [x-^ 4-r») [(^'H-r') - -^ ^-+--^1 = o- 

^ L sm'A sin'Aj 

L'enveloppe cherchée se compose donc du point A et du 
cercle 

/ 2o \' , , , ces' A 

C. Q. F. D. 

M. Joseph Sacchi, de Pavie, donne à peu près la même 
solution. 
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M. Bellavitis, professeur à l'Université de Padoue, 
fonde une solution très-courte sur la théorie des figures 
dérivées^ théorie encore peu connue en France, et qui 
aurait besoin d'être expliquée. 



QUESTIONS. 



282. Soit un polygone quelconque inscrit dans une 
parabole conique, et pour fixer les idées, prenons un 
pentagone abcdc^ a, (3, y, J, e sont les projections res- 
pectives orthogonales des sommets sur la directrice 
L'aire du pentagone abcde est égale à 

ap . Py . 7a -h ay . 7^. ^a -h a^. ^g . ea 

» 

OÙ p est le paramètre principal. De même pour un autre 
polygone . ( Waring ) . 

283. Dans un quadrilatère plan, trois fois Taire du 
triangle formé par le centre de gravité du quadrilatère 
comme sommet, et un côté A du quadrilatère comme 
base , plus l'aire du triangle formé par l'intersection des 
deux diagonales comme sommet, erle côté opposé à A 
comme base, est égale à l'aire du quadrilatère. 

(MÔBIUS.) 

284. Soit le quadrilatère plan ABCD ; E l'intersection 
des côtés CB, DA; F l'intersection de BA, CD. Prenons 
un point quelconque T sur la diagonale AC 5 par les deux 
points A et T faisons passer un premier cercle; par C 
et T un deuxième cercle : le premier cercle coupe AD en P 
et AB en Q ^ le deuxième cercle coupe CB en R et CD 
en S. Par les points Q. B, R faisons passer un troisième 
cercle , et par les points P , D , S un quatrième cercle : 
ces deux derniers cercles ( troisième et quatrième) coupe- 
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iont la diagonale BD au même point U. Menons un cin- 
quième cercle par les points P , E , R, et un sixième cercle 
par les points Q , F , S : ces deux derniers cercles cou- 
pent la troisième diagonale EF au même point V. 

Les six cercles se coupent au même point Z, et les six 
arcs ZA, ZB, ZC, ZD, ZE, ZF, pris d'un même côté, 
sont semblables. 

Soit G l'intersection des deux diagonales AC , BD ; les 
quatre points G , U , T , Z sont sur une même circonfé- 
rence. 

Soit H l'intersection des diagonales AC , EF ; les quatre 
points H, V, T, Z sont sur une même circonférence. 

Soit enfin 1 l'intersection des diagonales BD , EF ; les 
quatre points I , U, T, Z sont sur une même circonfé- 
rence. (MÔBIUS.) 

285. u = o est l'équation rendue homogèned'une courbe 
plane de degré m entre trois coordonnées. Lorsque le dé- 
terminant (*) de cette fonction est identiquement nul, 
l'équation représente un faisceau de m droites. 

(O. Hesse.) 

286. 11=. o est l'équation rendue homogène d'une 
surface de degré m entre quatre variables. Lorsque le dé- 
terminant de la fonction est identiquement nul , l'équa- 
tion représente un cône. (O. Hesse.) 



EXERCICES DE CALCUL TRIGONOHÉTRIQIIE 

(Journal de M. Crelle, tome XLV, page 97; i853). 



Par un point O pris dans un plan , on mène dans l'es- 
pace trois axes rectangulaires OX , OY, OZ , et l'on prend 

( * ) Voir la déûnition , tome X , page i25. 
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sur ces axes 0X= OY = OZ=± i ; on projette ces lon- 
gueurs sur le plan en OX, , OY, , OZj. ^ 

Ondonne ~ = o,95 ^X^^' 
On trouve 

a = X.OX= 9»5o'; p=rY.OY = 27°3i'; 

7=:Z,0Z =60^29'; 
CCS a = OX. = 0,9853 ; CCS p = OY, = o , 8868 ; 
cosv=OZ, =0,4927; 

(p = X.OY, = 95° T i' ; ^I; = Y.OZ, = i57«9'; 

X=Z.OX.= i07o49'. 

2. Par le point O on mène dans Tespace une droite 
OT, formant, avec chacun des trois axes OX , OY, OZ 
déterminés comme ci-dessus, un angle de 54** 44'? sup- 
posons que ces axes tournent autour de OT d'un angle de 
60 degrés et prennent la position OX', OY', OZ', et pre- 
nons 0X'= 0Y'= 0Z'= I ; projetons ces distances 
sur le plan en OX', , OY', , OZ', -, on aura , après la rota- 
tion , 

a' = 70 34' ; p' = 56» i4'; 7' == 32° 4i ; 

cosa'zr: I ,oo5; cosp' = o,564; 0057' = o, 854; 

/=: ioi« 29'; f =r 1630 38'; / = 94° 53'. 

Les lettres représentent, dans la seconde position des 
axes , des quantités analogues à celles de la première po- 
sition . 

Observation, C'est un calcul de cristallographie pour 
les cristaux géminés: tandis que les trois projections 
0X1, OYi , OZi sont inégales, comme cî-dessus , la pro- 
jection est dite anisométrlque y si deux de ces projections 
sont égales, la projection est dite monodimétrique^ qI 
lorsque les trois sont égales, c'est une projection isomé- 
trique. Ce dernier genre de projection fait maintenant 
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partie de renseignement graphique à TEcole Polytech- 
nique. Les deux premières sont de M. Weisbach et la 
dernière de M. Farîsh, Anglais. Nous y reviendrons 
en 1854. 



NOTE SUR i;aire de L4 portion de sphère interceptée 

ENTRE TROIS ARCS DE PETIT CERCLE (*)-, 

Par m. h. FAURE. 



Soient O, O', O^' les pôles des petits cercles, p, p\ p" 
leurs rayons sphérîques. A, B, C le triangle formé par 
leur intersection. Joignons les pôles par des arcs de grands 
cercles, ils rencontrent les côtés du triangle ou leurs pro- 
longements en des points D, E, F, G, H, I. 




(*) Cotte question a été tp.iitce par d'AIcmbcrt, Mémoires d<t Turin; par 
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Désignant par T Taire du triangle A, B, C, ou a 

T = triangle OO'O" — (secteur OIF + sect. O'HE -h sect. 0"GD) 
+ ADE + BGF + CHI. 

Ces diflerentes parties sont faciles à évaluer ] Tune des 
dernières, telle que CHI, est la moitié de l'aire spliérîque 
comprise entre les deux cercles O et O'. Joignant le 
point C aux pôles O et O' par des arcs de grand cercle, 
on a 

CBI = sect. OCI -f- sect. O'CH — triangle OCO'; 
mais 

sect. OCI = { I — ces p ) COO', 

sect. O'CH = (i — ces p') CO'O, 

triang. 0C0'=C00'+C0'0 +0C0'— 1 8o«= COO'-t-CO'O— C, 

C étant r angle sous lequel se coupent les cercles O et O'; 
il résulte de là 

CHI = C — ces p COO' — ces p' CO'O , 

de même 

BGF = B — ces p BOO' — ces p" B0"0 , 
ADE = A — cosp'AO'O"— ces p" A0"0'. 

D'ailleurs 

sect. OIF = O'OO" (i — cos p) , 

sect. O'HE = OO'O" (i — cos c') , 

sect. O'GD = OO'^O' (i — cos p" ), 

triangle OO'O" = OO'O" + 00"0' 4- O'OO" — i8o°; 

donc 

T=: A-hB-hC— i8o"~(acosp -h pcosp' -i-vcosp"). 

a, j3, y sont les angles sphériques sous lesquels les côtés 
du triangle ABC sont vus des trois pôles. 

BoBSut {Calcul intégral ), et par M. Qiietelet, Correspondance , tome MI , 
page 578; i832. Tm. 
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On peut donner a cette expression une forme différente, 
en y introduisant les côtés du triangle ABC. Soient en 
effet rt, &, c ces côtés; on voit facilement que 

rt = asinp, 6 = psinp', c=:7sinp", 
donc 
T = A -h B -h C — 1 80° — (a cotg p -f- b cotg p' + c cotg p") . 

Si Ton suppose 

p = p'=p'' = 90% 

on retrouve l'expression connue pour l'aire du triangle 
sphérique. 

Si le cercle qui a O" pour pôle vient se confondre avec 
le grand cercle 00', le triangle à évaluer devient alors 
CHI. Il faut faire, dans la première des expressions pré- 
cédentes, 

B + C=i8o% cosp'' = o, a=:COO', p = C0'0; 

on trouve 

T = A — (COO' ces p 4- CO'O CCS p' ) , 

mais le triangle sphérique OO'C donne 

sin COQ' ___ sin CO^O _ sin A __ 
sin p' sin p sin ^ ' 

â étant la distance sphérique des centres; on a donc 

2T = 2 [arc sin (Ksin^) — ces parc sin (K sin p') 
— cosp' arc sin (Ksinp)]. 

C'est la forme que donne M. Townsend à l'expression 
de Taire de la sphère comprise entre deux arcs de petite 
cercles. (Tome IX, page 364-) 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 

EN 1853 

(voir p. f?6). 



Épreuve graphique. — Questions proposées. 

Quinze questions ont été proposées à ce concours : 
quatorze sur les intersections de surfaces, une sur les 
plans tangents. 

Les trois premières, relatives aux sections planes d'un 
cylindre et d'un cône, conduisent à un résultat tout à 
fait analogue à un cadran solaire. Les deux suivantes , 
4 et 5, traitent le cas de l'intersection de deux surfaces 
coniques suivant des branches infinies, hyperboliques ou 
paraboliques. 

Les questions 6,7, 8, 9 et 10, tout en partant des 
mêmes données, présentent une grande variété dans les 
résultats : intersection de deux cylindres suivant des 
courbes fermées, intersection d'une sphère et d'un cy- 
lindre de révolution, sections planes, etc. 

Les questions il , 12 et 13, avec des données très-dif- 
férentes des précédentes, ramènent le dessinateur à la 
rencontre de deux cylindres , aux trous cylindriques per- 
cés dans une sphère, etc. 

La quatorzième considère trois surfaces se coupant 
deux à deux. Dans cette question, ainsi que dans quel- 
ques autres, on demande aux élèves de construire sépa- 
rément le solide commun aux corps qui se rencontrent. 
Nous croyons cet exercice très-bon et très-propre à rendre 
familière la lecture des projections. 

En résumé, le concours de i853 offre des questions 

Ann. de Malhcmat., t. XII. (Décembre l853.) 29 
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irès-variées et cependant d'un degré de difficulté graplji- 
que à peu près le même; mérite qui avait manqué au 
concours de iSSa. 

Intersections de surfaces. 

\, Données, Un cylindre vertical, tangent au plan 
vertical et placé en avant de ce plan. Le rayon de la base 
est de 5 centimètres, la hauteur est indéfinie. 

Nommons plan principal le plan mené par l'axe, per- 
pendiculairement à la ligne de terre. Dans ce plan, sur 
le cylindre, en dehors du plan vertical, un point (C.C) 
est donné; il est à lo centimètres au-dessus du plan ho- 
rizontal. 

Dans ce même plan, une droite part du point (C.C) 
et va rencontrer le plan horizontal en (D . D'), à 8 centi- 
mètres en avant du cylindre. 

Il s'agit : 1° de faire passer parle point (C.C) un plan 
perpendiculaire à la droite (CD .CD') et de décrire dans 
ce plan , du point (C . C) comme centre et avec un rayon 
de 4 centimètres, une circonférence de cercle; i^ de divi- 
ser cette circonférence en douze parties égales à partir du 
plan principal (point zéro), en les numérotant 1,2, 
3, etc., de gauche à droite; 3*^ de construire Tintersec- 
tion du cylindre par le plan que détermine la droite 
(CD .CD') et le point n° i ; puis , si le temps le permet, 
de refaire les mêmes opérations pour les n^* 2 et 3. 

2. Données, Les mêmes que celles de la première 
question, à Texception du plan principal qui est rem- 
placé par un plan faisant un angle de 67^30' avec le plan 
vertical de projection. Même travail graphique. 

3. Données, Qu'on substitue au cylindre de la ques- 
tion précédente un cône droit vertical; au plan prin- 
cipal, un plan incliné deôj^So' sur le plan vertical de 
projection, et Ton a l'énoncé de la troisième question. 
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4. Données, Sur le plan horizontal , une ellipse et un 
cercle touchant l'ellipse intérieurement et la coupant en 
deux points. Le grand axe de l'ellipse = 9 centimètres , 
le petit axe = 6 centimètres : ces axes ne sont ni perpen- 
diculaires ni parallèles à la ligne de la terre. 

Un point dont la projection horizontale S tombe dans 
le cercle et dans l'ellipse, et dont la projection verti- 
cale S' est élevée de 10 centimètres environ au-dessus du 
plan horizontal \ 

Deux cônes indéfiniment prolongés, ayant le point 
(S. S') pour sommet commun, et pour bases respectives 
l'ellipse et le cercle 5 

Une droite indéfinie passant par le point (S . S') et ren- 
contrant le plan horizontal en un point (R. R') plus éloi- 
gné de la ligne de terre que ne l'est le point S. 

Il s'agit de déplacer le cône à base circulaire parallèle- 
ment à lui-même, en faisant monter ou descendre son 
sommet sur la droite (SR.S'R'), d'arrêter ce cône dans 
une certaine position, et de construire le résultat de son 
intersection avec le cône elliptique. On arrêtera le som- 
met du cône auxiliaire au-dessus du^point (S .S'), au tiers 
de*la longueur de la droite (SR.S'R'). 

5. Données. On substitue à l'ellipse et au cercle se 
touchant intérieurement et se coupant en deux points, 
une ellipse et un cercle se coupant eiH quatre points , et 
Ton a l'énoncé de la cinquième question. 

6. Données. Un point (O . O') , situé à 10 centimètres 
de chacun des plans de projection , est le centre commun 
d'une sphère S de 4 centimètres de rayon, et d'un cercle 
horizontal c de 2 centimètres de rayon ; 

Dans le plan horizontal, le point O est le centre d'un 
cercle C de 8 centimètres de rayon ; 

Une droite (D . D') part d'un point de la circonférence 
du cercle C et touche le cercle c, de manière à avoir sa 

29- 
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projection horizontale tangente à celle du cercle (on ne 
prendra pas cette droite parallèle au plan vertical de pro- 
jection). 

Il s'agit de circonscrire un cylindre à la sphère S et do 
construire Tintersection de ce cylindre avec le cylindre 
de révolution ayant la droite (D. D') pour axe et 2 centi- 
mètres de rayon. 

Nota, On donnera au cylindre circonscrit à la sphère 
une direction telle que l'intersection des deux cylindres 
(pénétration ou arrachement) ne se réduise pas à des 
droites, et qu'elle soit convenablement disposée. 

7. Données. Les mêmes que celles de la question pré- 
cédente. 

Il s'agit : 1*^ de construire l'intersection de la sphère S 
par le cylindre de révolution ayant pour axe la droite 
(D.D') et 2 centimètres de rayon; 2° de mener au cy- 
lindre deux plans tangents parallèles entre eux et non per- 
pendiculaires à Tun ou à l'autre des plans de projection, 
et de construire les cercles suivant lesquels ces plans 
coupent la sphère. 

8. Données, Les mêmes que celles des sixième et sep- 
tième questions. 

Il s'agit : 1^ de percer dans la sphère S le trou qu'y 
ferait un cylindre de révolution ayant pour axe la droite 
(D. D') et 2 centiîrfètres de rayon; 2*^ de faire une coupe 
de la sphère et de son trou cylindrique par un plan ver- 
tical passant par l'axe du cylindre. 

Nota, Le cylindre sera tracé en pointillé , sans distinc- 
tion de parties vues ou cachées , et la coupe verticale sera 
reportée parallèlement à elle-même jusqu'à 10 centi- 
mètreis environ de la position donnée, puis rabattue sur 
le plan horizontal. 

Qn tracera des hachures au crayon sur la partie solide 
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du trou , la partie de la sphère antérieure au plan cou- 
pant étant supposée enlevée. 

9. Données. Les mêmes que celles des trois questions 
précédentes. 

Il s'agit : 1^ de construire l'intersection de la sphère S 
avec le cylindre de révolution ayant pour axe la droite 
(D.D') et 2 centimètres de rayon j 2° de mener deux 
plans tangents au cylindre, par un point P distant de 
i5 centimètres environ du centre de la sphère et de cha- 
cun des plans de projection 5 3" de construire les cercles 
suivant lesquels ces plans tangents coupent la sphère. 

10. Données, Celles des questions 6, 7, 8 et 9. 

11 s'agît : 1° de construire l'intersection de la sphère S 
par le cylindre de révolution ayant pour axe la droite 
(D.D') et 2 centimètres de rayon ^ 2*^ de construire sépa- 
rément les projections du solide commun à la sphère et 
au cylindre. 

Nota, Afin de bien représenter le solide dont il s'agit, 
on déterminera sur la surface de ce solide un certain 
nombre de génératrices du cylindre et de circonférences 
provenant de sections faites dans la sphère par des plans 
perpendiculaires à la droite (D.D'). 

H. Données. Un point (O . O'), situé à 10 centimè- 
tres de chacun des plans de projection , est le centre d'une 
sphère S de 4 centimètres de rayon et d'un cercle horizon- 
tal c dont le rayon a i centimètre 7 ^ 

Dans le plan horizontal , le point O est le centre d'un 
cercle C de 8 centimètres de rayon, sur la circonférence 
duquel trois points m, «, p forment un triangle équila- 
tère : par ces points passent trois génératrices M, N, P 
de rhyperboloïde à une nappe qui aurait le cercle C pour 
trace et c pour cercle de gorge 5 

L'axe de tout le système est le diamètre vertical de la 
sphère S. 
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II s'agit de construire les courbes de pénétration de la 
sphère par trois cylindres de révolution de même rayon 
que le^cercle de gorge de T hyperbole, et ayant pour axe 
une des trois génératrices M , IN , P. 

Nota, Chaque cylindre sera limité , en bas par le plan 
horizontal de projection , en haut par un plan perpendi- 
culaire à son axe et distant de 6 centimètres du centre 
(O.O') de la sphère S. Le triangle mnp n'aura pas de 
côté parallèle ou perpendiculaire au plan vertical. 

12. Données. Les mêmes que celles de la question 
précédente. 

Il s'agit de percer dans la sphère S les trous résultants 
du passage de trois cylindres de révolution de même 
rayon que le cercle de gorge de l'hyperboloïde , et ayant 
pour axes les génératrices M, N, P. 

Nota. Dans la mise à T encre , on supposera que les 
cylindres ont été enlevés ; seulement on en conservera le 
souvenir en figurant leurs traces et leurs contours en 
pointillé (traits longs, égaux et également espacés) , sans 
distinction des parties vues et des parties cachées. 

13. Données. Une droite (D.D') dont les projections 
font chacune un angle de 45 degrés avec la ligne de terre 5 

Une ellipse E , située sur le plan horizontal , dont les 
axes de 10 centimètres et de 6 centimètres ne sont ni 
l'un ni Fautre parallèles à la ligne de terre \ 

Tracez les limites des projections d'un cylindre ayant 
pour base l'ellipse E, et pour génératrices des droites 
parallèles à (D.D')^ 

Considérez ensuite les deux plans tangents ayant pour 
traces les deux droites qui limitent la projection horizon- 
tale de ce cylindre , et imaginez un cylindre à base circu- 
laire auquel ces deux plans soient aussi tangents et dont 
les génératrices ne soient pas parallèles à celles du cylin- 
dre elliptique. 
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Il s'agit de construire Tinterscction des deux surfaces 
cylindriques. 

14. Données, Un triangle équilatéral abc de 5 cen- 
timètres de côté , situé dans un plan horizontal élevé de 
5 centimètres au*dessus de la ligne de terre; 

Trois sphères ayant leurs centres aux points a, i, c et 
un rayon commun de 5 centimètres. 

Il s'agit : i^ de construire l'intersection des trois sphè- 
res; 2^ de détacher par im mouvement de transport pa- 
rallèle le solide commun à ces trois sphères, et d'en faire 
séparément les projections. 

Plans tangents. 

15. Données, Un hyperboloïde à une nappe dont Taxe 
est vertical ; sa trace a 5 centimètres de rayon \ le cercle 
de gorge, de 4 centimètres de rayon, est élevé de 5 cen- 
timètres au-dessus du plan horizontal \ l'hyperboloïde est 
limité dans sa partie supérieure par un plan horizontal 
élevé de 9 centimètres au-dessus de la ligne de terre ; 

Une droite (D. D') qui fait avec le plan horizontal un 
angle plus grand que celui de la génératrice rectiligue de 
l'hyperboloïde avec le même plan. 

11 s'agit : i" de construire le contour de la projection 
verticale de riiyperboloïde 5 1^ de mener une suite de 
plans parallèles à la droite (D .D') et tangents à la sur- 
face, et de tracer le lieu des points de contact de tous ces 
plans. 

ENSEIGNEMENT GRAPHIQUE. 

Note du Rédacteur. Nous croyons être utile à l'ensei- 
gnement graphique en ramenant l'attention sur une col- 
lection dont nous avons déjà parlé ( tome X , page 453 ) , 
et qui depuis est entrée dans presque tous les grands éta- 
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blissements de Paris et dans plusieurs lycées de province, 
et qui devra trouver place dans toutes les grandes institu- 
tions. Le catalogue ci-joint peut servir de guide et four- 
nir de nombreux sujets d'exercices ^ nous aurions désiré 
y rencontrer quelques exemples de cristaux hémîtropes , 
géminés , etc., formes insolites, où les yeux sont d'utiles 
auxiliaires. On peut tout demander à l'habileté et tout 
attendre de la science et du zèle du chef des travaux gra- 
phiques à l'Ecole Polytechnique. Déjà M. Bardin s'est fait 
connaître avantageusement par la publication d'un atlas 
d'épurés avec texte , sous le titre de Notes et croquis de 
géométrie descriptwe (*)\ titre rare, car il tient plus 
qu'il ne promet. 

COLLECTION DE CORPS SOLIDES 

DESTINÉS A l'enseignement DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE; 

Par m. bardin. 

Cette collection , qui doit servir à des élèves ayant étu- 
dié la géométrie élémentaire , commence par les intersec- 
tions des surfaces pyramidales et dos surfaces prismati- 
ques. 

Les pyramides et les prismes, les polyèdres irrégu- 
liers, les polyèdres réguliers et leurs dérivés à points 
♦(polyèdres étoiles) •, les polyèdres symétriques, etc., con- 
sidérés isolément, appartiennent à une autre série qui 
constitue un premier enseignement dans lequel il n'est 
question que de la nomenclature des grandeurs figurées 
de la géométrie. La vue des objets suffit pour rendre 
facile et attrayante la première étude de ces grandeurs, 



(*) A Paris, chez Mallet-Bachelier, imprimeur-libraire, quai des 
Augustins, 55. 
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surtout si l'on a soin de les proposer pour sujets dans 
les exercices élémentaires du dessin d'imitation. 

IITTERSECTIOIÏS DE POLYEDRES. 

Prisme et Pyramide. Pénétration suivant des lignes d'entrée et 
de sortie distinctes : les deux corps réunis; — séparément , le 
prisme pénétré et la pyramide pénétrante; — le solide com- 
mun aux deux corps; — la coupe verticale du prisme pé- 
nétré 5 modèles. 

— Arrachement suivant une ligne fermée : les deux corps réunis; 

— séparément^ \e prisme arraché et \di pyramide arrachante ; 

— le solide commun 4 niodèles. 

— Cas où les deux solides ont un plan rasant (*) commun : 
pénétration réciproque suivant des lignes d'entrée et de sortie 
qui se croisent ; — les deux corps réunis (toit d'arête prismo- 
pyramidal) i modèle. 

Prisme et Prisme. Arrachement suivant une ligne fermée. . . . 
I modèle. 

— Cas où les deux corps ont deux plans rasants communs : 
pénétration réciproque suivant deux lignes qui se croisent en 
deux points; — les deux corps réunis (toit d'arête bi-prîsma~ 
tique ) I modèle. 

Pyramide et Pyramide. Cas où les deux corps ont deux plans 
rasants communs : pénétration suivant deux lignes qui se 
croisent en deux points ; — les deux corps réunis (toit d'arête 
bi-pyramidal ) i modèle. 

Prisme et Polyèdre quelconque. Pénétration du polyèdre par 
le prisme suivant deux lignes distinctes. ....... i modèle. 

Il serait facile de multiplier ces combinaisons en éta- 
blissant certaines conditions de parallélisme entre les 
arêtes et les faces des corps; mais comme ces lésultats ont 
peu d'intérêt au point de vue géométrique, on a évité de 

{*) Plan rasant , celui qui passe par une arête sans rencontrer le 
corps. 
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les reproduire en relief. Aidés par les modèles qui vien- 
nent d'être ënumérés, et guidés par l'analogie qui existe 
entre les prismes et les cylindres, entre les pyramides et 
les cônes , les élèves pourront traiter graphiquement tous 
les cas qui ont été laissés de côté. 

INTERSECTIONS DE SURFACES COURBES. 

Ces intersections donnent dans Tespace des courbes des 
deuxième, troisième et quatrième degrés qu'il serait dif- 
ficile de réaliser autrement. 

Sections planes. 

Sections planes du solide, compris entre un hyperboloïde de 
révolution à une nappe et son cône asymptote. 1 2 modèles. 

Toutes les sections coniques , — cercle , ellipse , para- 
bole , hyperbole , droites , — et leurs semblables sur Thy- 
perboloïde, se trouvent réunies dans ces douze modèles. 
Il est d'ailleurs facile de les varier à volonté > en plongeant 
plus ou moins le solide conico-hyperboloïdal dans un li- 
quide légèrement coloré, afin de mieux faire ressortir les 
courbes de niveau qui sont des coniques. 

Cônes et cylindres du second degré, 

CÔNE BT Cône. Pénétration suivant des courbes d'entrée et de 
sortie distinctes: les deux corps réunis; — séparément, le 
cône pénétré et le cône pénétrant; — le solide commun aux 
deux corps ; — la coupe verticale du cône pénétré. 5 modèles. 

— Cas où les deux corps ont deux plans tangents communs : 
pénétration réciproque suivant deux courbes, planés qui se 
croisent en deux points; — les deux corps réunis ( voûte d'a- 
réte bi-conique ) ; coupe suivant une des ellipses d^intersec- 
tion 2 modèles. 

— Cas où les surfaces ont des génératrices parallèles : arrache- 
ment indéfini suivant une courbe hyperbolique, i modèle. 
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— Cas où les surfaces se rencontrent suivant une génératrice et 
une courbe du troisième degré i modèle. 

Cylindee et Cylindre. Pénétration suivant deux courbes dis- 
tinctes I modèle. 

— Arrachement réciproque d'un cylindre elliptique et d'un 
cylindre de révolution suivant une courbe fermée : les deux 
corps réunis; — séparément : i" le cylindre elliptique arraché 
et le cylindre de révolution arrachant; 2® le cylindre de révo- 
lution arraché ei le cylindre elliptique arrachant; — le solide 
commun 5 modèles. 

— Cas où les deux corps ont deux plans tangents communs : 
pénétration réciproque suivant deux courbes planes qui se 
croisent en deux points; — les deux corps réunis (voûte 
d'arête bi-cylindrique); fragment en coin de l'un des cy- 
lindres 2 modèles. 

CÔNE ET Cylindre. Cas où les deux corps ont un plan tan- 
gent commun : les deux corps réunis ( voûte d'arête cylindro- 
conique) i modèle. 

— Arrachement %\x\\aint uffe courbe fermée i modèle. 

— Cas où les surfaces ont des génératrices parallèles : arrache- 
ment indéfini suivant une courbe parabolique. • i modèle. 

— Cas d'un cône à deux nappes ayant son sommet dans l'inté- 
rieur du cylindre : pénétration suivant deux courbes dis- 
tinctes ; — les deux corps réunis; — séparément , le cylindre 
pénétré et les deux solides communs y le cône pénétrant 

4 niodèles. 

— Cas d'un cône cieux h parois épaisses ^ traversé par un cylin- 
dre de révolution i modèle. 

Cette série, sans renfermer toutes les coinbinaisous 
qu'on peut se proposer sur les surfaces coniques et les sur- 
faces cylindriques, présente les plus importantes et les 
plus usuelles , qui suffisent en même temps pour donner 
une idée complète de la question générale. 
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CORPS DE RÉVOLUTION. 

Sphère et Cylindre. Pénétration suivant deux courbes dis- 
tinctes ; — pénétration ou arrachement suivant une courbe à 
nœud ; — arrachement suivant une courbe fermée. 3 modèles. 

Sphère et Cône. Les mêmes cas que les précédents. 3 modèles. 

Ellipsoïde allonge et Ellipsoïde \plati. Les mêmes cas que 
les précédents 3 modèles. 

Total des modèles 6o (* ). 

Cette collection a un complément nécessaire, dont Té- 
numération détaillée ne saurait trouver place ici. En 
voici un simple aperçu :. 

Polyèdres symétriques \ polyèdres réguliers , simples et 
étoiles^ intersection de deux polyèdres quelconques; 
prismes ou pyramides de même base et de même hau- 
teur-, etc.-, — voûtes d'arêtes diverses; — maison avec 
lucarnes et cheminées (sujet de lever, d'ombre et de 
perspective); — corps de révolution: cônes, cylindres, 
sphères , ellipsoïdes , paraboloïdes , hyperboloïdes ; puits , 
bornes, niches (cylindrique, conique, cylindro-sphéri- 
que), consoles (cylindrique, conique), balustres, tores 
(à jour, à un ou à deux ombilics) , toupie, poulie, etc. 

Surfaces générales du second degré : ellipsoïde avec ses 
sections principales , ses sections circulaires, un système 
de sections elliptiques quelconques, naais équidistantes , 
ses lignes de courbure; — Hyperboloïdes et paraboloïde 
avec leurs sections principales et leurs sections circulai- 
res, et l'hyperboloïde à une nappe avec ses génératrices 
rectilignes de l'une et l'autre génération ; — Paraboloïde 
hyperbolique ^Pl an gauche), avec ses sections principa- 



( * ) Le prix de cette collection est de cent francs. S'adresser franco ii 
M. Bardin, 23 , me du Cherche-Midi , à Paris. 
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les, un système de sections équidistantes et perpendicu- 
laires à Taxe, un système de sections équidistantes et 
parallèles à Tune des sections principales , ses génératrices 
reclilîgnes de Fune et l'autre génération^ — Cônes et 
cylindres. 

Formes hélicoïdales : héliçoïde gauche (plusieurs com- 
binaisons)^ roues à palettes hélicoïdales ^ vis à filet trian- 
gulaire , à filet carré , à filet trapézoïdal , et leurs écrous 5 
limons d'escalier^ variétés de serpentins^ colonnes tor- 
ses, etc. — Anneaux tors, simplement ou doublement 
tors (profil carré, profil composé) 5 — Divers cas d'inter- 
sections de deux surfaces; — Intersections de trois sur- 
faces (trois cônes, trois cylindres) 5 cas de trois sphères 
égales, ayant leurs centres aux sommets d'un triangle 
équilatéral (leur solide commun) , etc. 

Exercices de stéréotomie : arche biaise ou pont biais , 
représenté dans son ensemble à l'échelle du centième, et 
dans ses détails à l'échelle du vingtième ^ escaliers*, etc. 

Surfaces représentant des lois physiques et des lois ma- 
thématiques à trois variables j — Construction en relief 
de l'équation des cordes vibrantes par Monge , de la sur- 
face de l'onde lumineuse deFresnel, de la formule repré- 
sentant la surface dans laquelle se transforme par la tor- 
sion la section droite d'un prisme élastique (à base carrée, 
rectangulaire , elliptique), par M. de Saint- Venant, etc. 

Collection très-variée de Reliefs topo graphiques^ études 
de rochers à grande échelle, etc. 

Note du Rédacteur. Les coquilles hélicoïdales de plu- 
sieurs mollusques gastéropodes sont susceptibles d'une 
certaine construction dont nous parlerons prochaine- 
ment. Les données géométriques fournissent même de 
nouveaux caractères génériques qu'on dpit à mon neveu 
Terquem, conchyliologiste, qui habite Metz. 
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SOLUTION DE LA 0I1E8TION 274 

(Toir p. tse); 

Par m. Joseph SACGHI, 
Profieaseur à Pavie. 



1. Soient 

Arar4-B,7 4-Cr9==:D, 
le r'*'"' plan donné, et 

ax -h p^-t-7Z = fa 

le plan mobile P, les coordonnées sont rectangles; la 

n 

condition ^ ocr cos «^ = h constante deviendra 

y" oA^pB+yC 

^, R.R, ' 

ou bien 
où 

R = v^(5c'4-p»4-7% R. = v^ÂTTsT+cF, 
/^ =1,-17' ^^A-rT' "^A-rT" 

Cette équation équivaut à 



m ^ m ' 


h 


V ru* W 


Slp^ -h 7» -h /w»' 


OU bien 




(,) sin(P,D) = ^ 


h 

. — , 
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OÙ D représente la droite qui a pour équations 

P 9 

a: = — z , r = — 2. 
/72 ' "^ m 

Donc le plan mobile forme un angle constant avec la 
droite D, el si dans son mouvement il se maintient tou- 
jours à la même distance d'un point fixe, il engendre un' 
cône droit ayant pour axe la parallèle à la droite D pas^ 
sant par le point fixe ; variant A, le cône change, mais la 
position de Taxe est constante. Le minimum et le maxi- 
mum de la valeur de A, que l'équation (i) donne, sont 
évidemment zéro etV^p'-f-çr*-f-m*: dans le premier 
cas , le cône devient un cylindre ayant le même axe que 
le cône-, et dans le second, il se réduit au même plan 
mobile perpendiculaire à la droite D. Si les a^ représen- 
taient les aires de figures placées dans les plans donnés , 
h serait la somme des projections des mêmes aires sur le 
plan mobile, et les plans tangents du susdit cône seraient 
les mêmes pour lesquels h est constant , et le plan per- 
pendiculaire à la droite D celui du maximum de la somme 
des projections (*). 

2. Prenant pour origine des coordonnées le point fixe, 
Téquation du plan mobile distant de h de l'origine sera 

et 

OLP -\- ^q -\-*fm — //R=ro 

sera la condition donnée. Si nous représentons ces équa- 
tions par y = o , f= o , on a, pour les équations de len- 
veloppe , 

OU 

m m — — , .... 

^^ doL 
( * ) Plan invariable de Laplace. Tm. 



{ 464 ) 
Effectuant les calculs et posant 

qx — py = E , mx — pz = F, mjr — qz =z O, 
bp — hx = c^ hq — hy = /, bm — hzznq ^ 
on a 

RE = a/— p^, RF = 7^ - ag^, RG = p^ - 7/, 
•lesquelles, carrées et sommées, donnent l'équation du 

cône 

E' + F» -h G' = e' +/' + g\ 
ou bien 

{px -h ^7 4- mz — hb)" = (or'H-j' + z' — *') (/>'-+- 7' 4- /»'— /«'), 
laquelle confirme justement tout ce qu'on a dit ci-dessus. 
Le cas de 6 = o correspond à la question comme elle a 
été proposée par M. Steiner. 

Note du Rédacteur, Ce problème se ramène à la 
théorie des couples en statique , et vice "versâ. 

BIBLIOGRAPHIE. 

Tous les ouvrages annoncés dans les Nouvelles Annales de Mathêmalitfues 
se trouvent chez Mallet>Baciielier , libraire, quai des Àu^pistins , 55. 



Leçons nouvelles d'algèbke élémentaire, a l'usag^ 

DES aspirants AUX BACCALAURÉATS ET AUX ÉCOLES DU 

GOUVERNEMENT^ pâF M. A, Amîot y profcsscur au 
lycée Saint-Louis. iSSS^ in-8^ de 220 pages. 
Ouvrage conformiste; toutefois, on y retrouve les qua- 
lités de l'auteur d'un de nos meilleurs Traités de Géomé- 
trie. Tout est réduit en théorème 5 ce qui facilite l'étude et 
aide la mémoire. Les exercices et les exemples sont très- 
bien choisis; à la page yS, on a laissé par inadvertance 
une réciproque fausse d'un théorème de Fermât. La 
théorie des quantités négatives ne me semble pas satisfai- 
sante. Le savant professeur indique des sources histori- 
ques 5 heureuse innovation ! 
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